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摘要:本文研究了具有未知边界扰动和分布扰动的柔性机械臂系统的边界控制.为了补偿扰动和抑制柔性臂的
振动,针对利用Hamilton原理建立的无穷维偏微分方程模型,设计了带有扰动观测器的鲁棒边界控制器对柔性臂进
行控制.利用Lyapunov方法对柔性臂系统的稳定性和一致有界性进行了证明. 所提出的控制方法所需测量信息较
少,对未知扰动具有鲁棒性,并且所提出的边界控制策略能保证对柔性臂的振动抑制,系统状态最终是外界扰动下
指数稳定的. 最后,通过数值仿真验证了所提出控制器对柔性臂振动抑制的有效性.
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Robust boundary control of flexible manipulators based on
disturbance observer

CHEN Dong, LOU Xu-yang†, CUI Bao-tong
(School of IoT Engineering, Jiangnan University, Wuxi Jiangsu 214122, China)

Abstract: In this paper, the boundary control of a flexible manipulator system with unknown boundary disturbances and
unknown distributed disturbances is studied. In order to suppress the vibration of the flexible manipulator, a robust boundary
controller with a disturbance observer based on the infinite dimensional partial differential equation model by Hamilton
principle is designed to control the flexible manipulator. The stability and uniform boundedness of the control system are
proven by using the Lyapunov method. The proposed control method requires fewer measured information and possesses
robustness to unknown disturbance. Besides, the proposed boundary control strategy can ensure the vibration suppression
of the flexible manipulator and the closed-loop system to be uniformly ultimately bounded. Finally, the effectiveness of the
proposed controller to suppress the vibration of the flexible arm is verified through numerical simulations.
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1 引引引言言言

近年来,随着对柔性机械臂的深入研究和工业及
特殊应用领域的实际需求,柔性臂以其重量轻、能耗
低、运动速度快等优点在现代工程中得到广泛应用,
越来越多的柔性臂被应用于机器人[1]、航空航天[2]、

海洋开发[3]和医疗机器人[4]等领域.对于柔性机械臂
来说,振动会影响精度操作,甚至会导致疲劳损伤,缩
短工作寿命. 如果柔性臂的振动不能得到很好的控制,
无疑会带来生产安全风险和经济损失,因此,对柔性
臂系统进行有效的控制是非常重要的.然而,柔性臂

系统具有复杂的机电耦合特性,也具有非线性、时
变、逆运动学不确定性等特性,其振动控制问题目前
仍存在着许多的挑战,但同时也受到了广泛的关
注[5–12].

为解决上述所提问题,受实际需求和理论挑战的
驱动,柔性臂系统的建模问题及其振动抑制问题得到
了广泛研究.现有的控制方法中,关于用偏微分方程
(partial differential equation, PDE)描述的柔性臂系统
的边界控制已有很多研究结果. Endo等人[6]将柔性臂

系统建模为分布参数系统,同时,基于此研究了一种
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边界协同的控制方法. Kuo等人[7]采用自适应边界控

制对具有参数不确定性的柔性机械臂系统进行了分

析.孟庆鑫等人[8]提出一种基于轨迹规划的无残余振

动位置控制方法,在将柔性机械臂的末端执行器从任
意初始位置移动到目标位置的同时,能够确保系统没
有残余振动产生.张袅娜等人[9]提出一种终端滑模控

制方法,利用混沌遗传算法优化控制器的设计参数,
使零动态子系统在平衡点附近渐近稳定.杨春雨等
人[10]利用奇异摄动理论得到柔性机械臂的双时间尺

度模型,并证明了闭环系统稳定. Wang和Liu[11]针对

双连杆柔性臂的事件触发边界量化控制问题进行了

研究,并保证了系统状态是一致有界的. Ji和Liu[12]针

对具有输入信号量化的三维柔性梁系统,设计了一种
自适应边界控制方案,以抑制梁的振动.然而,上述研
究虽然对柔性臂的振动控制有着重要的作用,但在柔
性臂的鲁棒振动控制方面仍有不足.

在实际柔性机械臂系统中,外部扰动是不可避免
的.由于存在风力扰动和空气扰动等外部扰动,可能
导致柔性臂的稳定性被破坏,影响实际工程的作业.
目前,已有部分学者针对外界扰动问题提出了一些有
效的处理方法,吴忻生和邓军[13]研究了在柔性机械臂

的末端具有未知扰动的边界控制,将柔性机械臂的动
态特性由偏微分方程表示的分布参数模型来描述,基
于Lyapunov方法进行分析及设计控制器,以调节机械
臂的振动,可达到外界扰动下的指数稳定性. Guo和
Jin[14]研究了一维欧拉伯努利柔性臂方程的边界反馈

镇定问题,研究中采用了自抗扰控制和滑模控制,通
过扩张状态观测器对扰动进行估计,并在闭环系统中
通过补偿器在线消除扰动. Ma等人[15]针对一类输入

饱和和外部扰动下的柔性机械臂系统,设计了高阶扰
动观测器来补偿未知变化扰动.然而,上述研究的控
制器中都需要用到状态信息的多重差分,这可能会带
来噪声,影响控制器的精度,与柔性臂系统的实际需
求存在矛盾.

受上述研究成果的启发,本文的目的是针对具有
外部扰动的柔性臂系统设计带扰动观测器的边界鲁

棒控制器,以抑制具有未知有界干扰的柔性臂的振动.
本文的主要贡献包括以下3点:

1)针对具有外部扰动的柔性臂系统,提出了带扰
动观测器的边界鲁棒控制器来处理边界扰动和抑制

柔性臂的振动,所提控制策略只在末端施加控制,与
固定端与自由端同时施加控制力的文献[11–12]相比,
具有更少保守性.

2)在设计的基于扰动观测器的边界鲁棒控制器
下,基于Lyapunov稳定性理论,通过严格的理论分析
证明了柔性臂系统状态的稳定性和一致有界性.

3)所设计的控制器是基于偏微分模型而非有限维

常微分模型,模型更加准确,只需测量边界上的状态
信号,且不需要使用多重有限差分,能降低扰动对系
统的影响.

2 问问问题题题描描描述述述

本文以单连杆柔性机械臂为研究对象,通过在末
端的边界控制器对柔性机械臂进行振动控制,采用
Euler-Bernoulli梁式结构对柔性臂系统建模,建立
PDE模型. 图1为一个具有未知的分布时空变化的扰
动f(x, t)和未知的时变边界扰动d(t)的典型的柔性臂

系统,臂的左边界固定在原点, L表示臂的长度, M表
示末端有效载荷的质量, u(t)是动力定位推进器的控
制力, ω(x, t)是柔性臂时间t时在位置x处的横向位

移, ρ为柔性臂单位长度的质量, x和t分别表示独立的

空间变量和时间变量.

( )

( )

图 1 一个典型的具有未知扰动的柔性臂系统

Fig. 1 A typical flexible manipulator with unknown distur-
bance

利用Hamilton原理来推导柔性臂模型,可得系统
的动力学方程为

ρωtt(x, t) + EIωxxxx(x, t)−
Tωxx(x, t)− f(x, t) = 0, (1)

其中(x, t) ∈ [0, L]× [0,∞).

系统的边界条件为

ωx(0, t) = ωxx(L, t) = ω(0, t) = 0, (2)

−EIωxxx(L, t) + Tωx(L, t) =

u(t)−Mωtt(L, t) + d(t), ∀t ∈ [0,∞), (3)

其中: EI是柔性臂的弯曲刚度, T是柔性臂的张力,条
件(3)反映了柔性机械臂系统的载荷运动.

注注注 1 为便于描述,本文所使用的推导符号定义如

下: (·)t =
∂(·)
∂t

, (·)tt =
∂2(·)
∂t2

, (·)x =
∂(·)
∂x

, (·)xx =
∂2(·)
∂x2

,

(·)xxx =
∂3(·)
∂x3

, (·)xxxx =
∂4(·)
∂x4

. R和R+分别表示实数和正

实数集合.

假假假设设设 1 对于分布扰动f(x, t) ∈ R+,假设存在
一个常数f̄ ∈R+满足|f(x, t)|6 f̄ , ∀(x, t) ∈ [0, L]×
[0,∞).

本文所考虑的边界扰动是连续且光滑,对边界扰
动d(t)作如下假设.

假假假设设设 2 对于边界扰动d(t) ∈ R,假设存在一个
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常数d̄ ∈ R+满足|d(t)| 6 d̄, ∀t ∈ [0,∞).此外,假设
边界扰动是缓慢变化的,存在一个常数 ¯̄d ∈ R+满足

|ḋ(t)| 6 ¯̄d.

由于d(t)和f(x, t)均为有限能量函数[16–17],故假
设1和假设2是合理的.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

本文的控制目的是在扰动作用下通过设计边界控

制器来抑制柔性臂的振动.为实现这一目的,先设计
扰动观测器为

˙̂
d(t) = γ(βωt(L, t) + αLωx(L, t))− γσd̂(t), (4)

其中σ, α, β和γ是为待定的正常数.

进而,对具有边界条件(2)–(3)的柔性臂系统(1),设
计如下边界控制器:

u(t) =−kωt(L, t) + kaLωx(L, t)−
kbLMωxt(L, t)− d̂(t), (5)

其中: k, ka和kb是待定的正常数; d̂(t)是时变边界扰
动的估计,由下述扰动观测器得到.

注意到,控制器引入了扰动观测器来补偿未知扰
动的影响.定义扰动误差为

d̃(t) = d(t)− d̂(t). (6)

对式(6)求导可得
˙̃
d(t)= ḋ(t)−γ[βωt(L, t)+αLωx(L, t)] + γσd̂(t).

(7)

注注注 2 边界控制器中的所有信号可以由传感器直接测

量或通过差分算法获得. ω(L, t)可以通过激光位移传感器在

柔性臂边界处得到. ωt(L, t)可由ω(L, t)通过差分算法求得.

ωx(L, t)可以用测斜仪测量, ωxt(L, t)可以用有限差分算法求

得.在文献[18–19]中,边界控制器中使用的测量值分别是

ωxxx(L, t)和ωxxxt(L, t),它们只能通过多重有限差分算法得

到,可能会放大测量中的噪声.

考虑候选Lyapunov函数为

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t) + V4(t), (8)

其中,系统动能Ek和势能Ep的能量项V1(t)、稳定性

分析的交叉项V2(t)、关于ωx(L, t)和ωx(L, t)的辅助

项V3(t)、边界扰动误差项V4(t)分别定义为

V1(t) =
βρ

2

w L

0
(ωt(x, t))

2dx+

βEI

2

w L

0
(ωxx(x, t))

2dx+

βT

2

w L

0
(ωx(x, t))

2dx, (9)

V2(t) = αρ
w L

0
xωx(x, t)ωt(x, t)dx, (10)

V3(t) = β
M

2
(ωt(L, t) +

αL

β
ωx(L, t))

2, (11)

V4(t) =
1

2γ
d̃2(t). (12)

下述引理表明Lyapunov函数(8)具有上、下界.

引引引理理理 1 Lyapunov函数(8)满足下列不等式:

06α1 (V1(t) + V3(t) + V4(t)) 6 V (t) 6
α2 (V1(t) + V3(t) + V4(t)) , (13)

其中: α1 = min (1− µ, 1), α2=max (1+ µ, 1), µ =

2αρL

min(βρ, βT )
, 0 < µ < 1.

证 由式(10)可得

|V2(t)| 6
αρL

2

w L

0
(|ωx(x, t)|2 + |ωt(x, t)|2)dx 6 µV1(t),

(14)

上式等价于

−µV1(t) 6 V2(t) 6 µV1(t), (15)

选取0 < µ < 1,可以得到α3 = 1−µ > 0, α4 = 1+

µ > 1,即

0 6 α3V1(t) 6 V1(t) + V2(t) 6 α4V1(t), (16)

结合Lyapunov函数(8),可得

06α1 (V1(t) + V3(t) + V4(t)) 6 V (t) 6
α2 (V1(t) + V3(t) + V4(t)) , (17)

其中: α1 = min (α3, 1), α2 = max (α4, 1). 证毕.

下面引理表明Lyapunov函数的时间导数具有上
界,这一结论将用于证明柔性臂系统状态的一致有界
性.

引引引理理理 2 Lyapunov函数(8)的时间导数具有上界

V̇ (t) 6 −φV (t) + ϵ1, (18)

其中φ, ϵ1 > 0.

证 将式(8)对时间求导,有

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t) + V̇3(t) + V̇4(t), (19)

其中:

V̇1(t)6 (u(t)−Mωtt(L, t) + d(t))βωt(L, t) +

βδ1
w L

0
(ωt(x, t))

2dx+

β

δ1

w L

0
(f(x, t))2dx, (20)

V̇2(t)6−αEILωx(L, t)ωxxx(L, t) +

αTL

2
(ωx(L, t))

2 +
αρL

2
(ωt(L, t))

2 +

αL

δ2

w L

0
(f(x, t))2dx+

αLδ2
w L

0
(ωx(x, t))

2dx−
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3αEI

2

w L

0
(ωxx(x, t))

2dx−

αT

2

w L

0
6 (ωx(x, t))

2dx−
αρ

2

w L

0
(ωt(x, t))

2dx, (21)

V̇3(t) = βM(ωt(L, t)ωtt(L, t) +

αL

β
ωt(L, t)ωxt(L, t) +

αL

β
ωx(L, t)ωtt(L, t) +

α2L2

β2
ωx(L, t)ωxt(L, t)), (22)

V̇4(t) = γ−1d̃(t)
˙̃
d(t) =

γ−1d̃(t)ḋ(t) + σd̃(t)d̂(t)−
(βωt(L, t) + αLωx(L, t))d̃(t), (23)

这里δ1和δ2为正常数.

结合边界条件(2)–(3),不等式(21)右端第1项可替
换为

−αEILωx(L, t)ωxxx(L, t) =

αLωx(L, t)(u(t)−Mωtt(L, t)−
Tωx(L, t) + d(t)), (24)

进一步结合边界控制器(5),取ka =
αk

β
, kb =

α

β
,得到

V̇ (t)6 (βωt(L, t) + αLωx(L, t))(−kωt(L, t) +

αL

β
kωx(L, t)−

αL

β
Mωxt(L, t) + d(t)−

d̂(t)) + αLMωt(L, t)ωxt(L, t) +

α2L2

β
Mωx(L, t)ωxt(L, t)−

αTL

2
(ωx(L, t))

2 +
αρL

2
(ωt(L, t))

2 +

v(x, t) + γ−1d̃(t)ḋ(t) + σd̃(t)d̂(t)−
(βωt(L, t) + αLωx(L, t))d̃(t) =

(−βk +
αρL

2
)(ωt(L, t))

2 +

(
α2L2

β
k − αTL

2
)(ωx(L, t))

2 + v(x, t) +

γ−1d̃(t)ḋ(t) + σd̃(t)d̂(t)−
(βωt(L, t) + αLωx(L, t))d̃(t), (25)

其中

v(x, t) = βδ1
w L

0
(ωt(x, t))

2dx+

β

δ1

w L

0
(f(x, t))2dx+

αL

δ2

w L

0
(f(x, t))2dx+

αLδ2
w L

0
(ωx(x, t))

2dx−
3αEI

2

w L

0
(ωxx(x, t))

2dx−

αT

2

w L

0
(ωx(x, t))

2dx−
αρ

2

w L

0
(ωt(x, t))

2dx. (26)

结合Young不等式可得

V̇ (t)6−(βk − αρL

2
)(ωt(L, t))

2 −

(
αTL

2
− α2L2

β
k)(ωx(L, t))

2 −

(
αρ

2
− δ1β)

w L

0
(ωt(x, t))

2dx−

(
αT

2
− αLδ2)

w L

0
(ωx(x, t))

2dx−

3αEI

2

w L

0
(ωxx(L, t))

2dx+

(
β

δ1
+

αL

δ2
)
w L

0
(f(x, t))2dx−

(
σ

2
− 1

2γ
)d̃2(t) +

σ

2
d̄ 2(t) +

1

2γ
¯̄d 2(t), (27)

其中δi > 0, i = 1, 2.

当参数满足
2αρL

min{ρ, T}
6 β 6 αρ

2δ1
,
αρL

2β
< k <

βT

2αL
, 0 < δ2 <

T

2L
,
1

γ
< σ时,以下不等式成立：

λ1 := βk − αρL

2
> 0,

λ2 :=
αTL

2
− α2L2

β
k > 0,

λ3 :=
αρ

2
− δ1β > 0,

λ4 :=
αT

2
− αLδ2 > 0,

λ5 :=
σ

2
− 1

2γ
> 0.

(28)

通过式(28)进行参数替换,可以得到

V̇ (t)6−λ1(ωt(L, t))
2 − λ2(ωx(L, t))

2 −

λ3

w L

0
(ωt(x, t))

2dx−

λ4

w L

0
(ωx(x, t))

2dx− λ5d̃
2(t)−

3αEI

2

w L

0
(ωxx(L, t))

2dx+

(
β

δ1
+

αL

δ2
)
w L

0
(f(x, t))2dx+

σ

2
d̄ 2(t) +

1

2γ
¯̄d 2(t) 6
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−φ1V1(t)− φ2V3(t)− φ3V4(t) + ϵ1, (29)

其中:

φ1=min{2λ3

βρ
,
2λ4

βT
,
3α

β
}, φ2=

2min{λ1, λ2}
βM+αLM

,

φ3 = 2γλ5, ϵ1 = (
β

δ1
+

αL

δ2
)Lf̄2 +

σ

2
d̄ 2 +

1

2γ
¯̄d 2.

结合式(13)(29),得到

V̇ (t) 6 −φV (t) + ϵ1, (30)

其中φ =
min{φ1, φ2, φ3}

α3

. 证毕.

基于上述分析,给出如下主要结论.

定定定理理理 1 考虑由运动方程(1)和边界条件(2)–(3)

所描述的柔性臂系统,若假设1和假设2成立,系统在

控制器(5)作用下,正常数k, δ1, δ2, σ, α, β, γ满足如下

条件时: 

2αρL

min {ρ, T}
6 β 6 αρ

2δ1
,

αρL

2β
< k <

βT

2αL
,

0 < δ2 <
T

2L
,

σγ > 1,

有以下结论:

1)柔性臂系统的振动偏移状态量ω(x, t)一致有

界,对于∀(x, t) ∈ [0, L]× [0,∞),有

|ω(x, t)| 6
√

2L

α1βT
(
ϵ1
φ

+ V (0)e−φt). (31)

2)柔性臂系统的振动偏移状态量ω(x, t)一致最终

有界,对于∀(x, t) ∈ [0, L]× [0,∞),有

lim
t→∞

|ω(x, t)| 6
√

2Lϵ1
α1βTφ

, (32)

其中:

α1 = min (1− µ, 1), µ =
2αρL

min {βρ, βT}
,

ϵ1 = (
β

δ1
+

αL

δ2
)Lf̄ 2 +

σ

2
d̄ 2 +

1

2γ
¯̄d 2, φ > 0.

证 由引理2,式(18)等式两边分别乘以eφt得到

V̇ (t)eφt + φV (t)eφt 6 ϵ1e
φt, (33)

对上式进行从0到t积分可得

V (t)eφt − V (0) 6 ϵ1
φ
eφt, (34)

即

V (t) 6 ϵ1
φ

+ V (0)e−φt, (35)

利用引理1和Poincaré不等式有∀(x, t) ∈ [0, L]× [0,

∞),
βT

2L
(ω(x, t))2 6 βT

2

w L

0
(ωx(x, t))

2dx 6

V1(t) 6
V (t)

α1

6 1

α1

(
ϵ1
φ

+ V (0)e−φt), (36)

进而可得∀(x, t) ∈ [0, L]× [0,∞),

|ω(x, t)| 6
√

2L

α1βT
(
ϵ1
φ

+ V (0)e−φt), (37)

上式表明系统状态指数收敛于集合

Ω = {ω(x, t) ∈ R : |ω(x, t)| 6
√

2L1

α1βTφ
,

∀(x, t) ∈ [0, L]× [0,∞)}, (38)

柔性臂系统的振动偏移状态量ω(x, t)一致有界. 进一
步地,对式(37)两边取极限可得∀x ∈ [0,∞),

lim
t→∞

|ω(x, t)| 6
√

2Lϵ1
α1βTφ

, (39)

柔性臂系统的振动偏移状态量ω(x, t)一致最终有界.

证毕.

注注注 3 值得一提的是,系统在所提出的边界控制器
(5)作用下是一致最终有界的,柔性臂系统的振动偏移状态量
ω(x, t)指数收敛于集合(38). 当不考虑分布扰动f(x, t)和边

界扰动d(t)时,边界控制器可简化设计为

u(t) = −kωt(L, t) + kaLωx(L, t)− kbLMωxt(L, t),

通过定理1的类似证明,可以得到在上述边界控制器作用下柔
性臂系统的振动偏移状态量ω(x, t)满足∀(x, t) ∈ [0, L]× [0,

∞),有

|ω(x, t)| 6
√

2L

α1βT
V (0)e−φt,

从而,系统是指数稳定的.

4 仿仿仿真真真实实实例例例

下面给出数值例子,利用有限差分法仿真验证柔
性臂系统的动态行为和所提出的边界控制效果.最初
处于静止状态的柔性臂被扰动激发,柔性臂的相应初
始条件为w(x, 0) =

x

5
, ẇ(x, 0) = 0.

柔性臂系统的结构参数见表1. 类似于文献[20],
考虑与正弦函数相关的边界扰动 d(t)和分布扰动

f(x, t),即

d(t) = 0.1 sin(πt) + 0.2 sin(2πt), (40)

f(x, t) =
x(1 + sin(0.1πxt) + 2 sin(0.2πxt))

10L
.

(41)

图2给出了在无控制输入时,柔性臂的自由振动
(u(t) = 0),由于扰动的存在,呈现出周期性振动的形
式. 为了抑制这种振动,采用所设计的带有扰动观测
器的边界控制器(5),参数取为 k = 5, γ = 50, σ=1,
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α=3, β=10, ka=1.5, kb = 0.3.图3给出了控制器
(5)作用下柔性臂的偏移量,图4给出了控制器(5)作用
下柔性臂边界处的偏移量(L = 1 m).

表 1 柔性臂系统参数
Table 1 Parameters of flexible manipulator system

参数 说明 值 单位

L 长度 1 m

M 末端载荷质量 0.1 kg

EI 弯曲刚度 7 N ·m2

ρ 单位长度质量 0.1 kg/m
T 张力 10 N
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图 2 无控制作用下柔性臂的偏移量

Fig. 2 Displacement of manipulator without control
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图 3 控制器(5)作用下柔性臂的偏移量

Fig. 3 Displacement of manipulator under controller (5)
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图 4 控制器(5)作用下边界处的偏移量

Fig. 4 Boundary displacement under controller (5)

为了验证所提出的边界控制器的性能以及不同情

况下的比较,文章分为以下情况进行比较.

a)不考虑扰动观测器,边界鲁棒控制器设计为

u(t) =−kωt(L, t) + kaLωx(L, t)−
kbLMωxt(L, t), (42)

图5给出了控制器(42)作用下柔性臂边界处偏移量.
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图 5 控制器(42)作用下边界处的偏移量

Fig. 5 Boundary displacement under controller (42)

b)与文献[13]中边界控制方法进行对比,其控制
器为

u(t) = −EIωxxx(L, t) + Tωx(L, t)−

sgn ηd̄+Mωxxxt(L, t)− ksη,

η = ωt(L, t)− ωxxx(L, t).

(43)

取ks = 0.1, d̄ = 1,图6给出了控制器(43)作用下
柔性臂的偏移量,图7给出了控制器(43)作用下柔性臂
边界处的偏移量(L = 1 m).
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图 6 边界控制器(43)作用下柔性臂的位置

Fig. 6 Displacement of the manipulator under boundary
controller (43)

c)与文献[21]中扰动观测器方法进行对比,不考
虑载荷阻尼时,其扰动观测器为
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d̂ = φ(t) +Mωt(L, t),

φ̇(t) = v −Mωt(L, t)− φ(t)− u(t)−

EIωxxx(L, t) + Tωx(L, t),

v = ωt(L, t) + ωx(L, t)− ωxxx(L, t).

(44)

图8–9分别给出了控制器(5)和控制器(44)的边界
扰动跟踪图,虚线为实际扰动d(t),实线为估计扰动
d̂(t).
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图 7 边界控制器(43)作用下边界处的偏移量

Fig. 7 Boundary displacement under boundary controller
(43)
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图 8 控制器(5)的边界未知扰动跟踪

Fig. 8 Tracking of unknown boundary disturbance under
controller (5)
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图 9 控制器(44)的边界未知扰动跟踪

Fig. 9 Tracking of unknown boundary disturbance under
controller (44)

根据仿真结果可得:

1)对比图2–3,当控制器作用于柔性臂系统后,其
振动偏移量有显著减少,仿真结果与稳定性分析相一
致,验证了所提出的鲁棒边界控制器(5)的有效性,能
够充分抑制柔性臂系统的振动偏移量.

2)由图3可知,虽然仅在柔性臂边界处施加控制,
但整个柔性臂系统的振动都得到了显著抑制,体现了
本文所采取边界控制策略的优势.

3)对比图4–5,无扰动观测器时,柔性臂在扰动作
用下存在着明显的振动,而有扰动观测器时振动得到
了明显的抑制,较好体现了所设计的扰动观测器对边
界扰动的补偿作用.由图4可知,控制作用2 s后,柔性
臂系统的振动偏移量已基本趋向于零,进一步验证了
所设计的边界控制的优越性.

4)由图3和图6可知,无论是本文所设计的基于扰
动观测器的鲁棒边界控制器(5)还是控制器(43),它们
都能有效的抑制柔性臂系统振动偏移量.对比图4和
图7,控制器(43)控制效果相对较好,但其代价是控制
器 (43)相比鲁棒边界控制器 (5)需要额外测量信
号ωxxx(L, t)和ωxxxt(L, t). 值得注意的是,信号
ωxxx(L, t)和ωxxxt(L, t)需要通过对应变片弯曲传感

器采集的反馈信号ωx(L, t)进行多次差分得到,会带
来测量噪声,导致获取的数据不准确,这在实际应用
中是十分不利的.

5)由图8可知,控制作用约1 s后,扰动观测器基本
跟踪上未知扰动,补偿了扰动对系统的控制效果的影
响,体现了控制算法的鲁棒性.对比图8–9,在控制器
(44)作用下扰动估计状态也能跟踪上未知扰动,跟踪
效果基本一致,然而控制器(44)中设计的扰动观测器
需要使用状态信号ωxxx(L, t).注意到, ωxxx(L, t)需

要通过对应变片弯曲传感器采集的反馈信号进行多

次差分得到,会带来测量噪声,导致获取的数据不准
确.综上,说明了所设计的基于扰动观测器的鲁棒控
制器(5)的优势.

5 结结结论论论

本文研究了未知时变扰动及未知边界扰动下柔性

臂系统的振动控制问题.基于偏微分方程描述的分布
参数模型设计了一个带扰动观测器的鲁棒边界控制

器.考虑到未知边界扰动,设计了扰动观测器补偿扰
动不确定性对系统的控制效果的影响,并能有效实现
对边界未知扰动的跟踪、抑制和补偿.所提出控制算
法不需要边界扰动完整信息,具有鲁棒性.通过Lyap-
unov方法对柔性臂系统状态的一致有界性进行了证
明.最后通过仿真结果进一步验证了该控制器对柔性
臂振动抑制的有效性. 未来研究中,将进一步考虑具
有饱和约束的鲁棒边界控制、减少外界扰动的限制条

件以及在柔性海洋立管中应用研究等相关问题.
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