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摘要:对于具有时变系数的抛物系统,如何通过非时变的核函数进行边界反馈控制设计以确保闭环系统的稳定
性,一直是极具挑战性的问题.本文考察一类特殊的具有时空变系数的抛物系统的镇定问题.具体地,在未对时变系
数施加Gevrey条件也未使用事件触发策略的前提下,本文通过与时间变量无关的核函数设计一个边界反馈控制器
以镇定系统;为了刻画外加扰动为系统稳定性带来的影响,本文在输入状态稳定性理论框架下研究闭环系统的稳
定性,特别地,利用Lyapunov逼近方法以及带有非局部边界条件的抛物系统的比较原理,建立闭环系统在空间
L1范数下关于扰动的积分输入状态稳定性估计式. 通过数值实验,进一步验证本文设计的控制器的有效性及所提
出的方法的可行性.
关键词: 积分输入状态稳定性;反步法;镇定; Lyapunov逼近方法;比较原理;抛物方程;时变系数
引用格式: 陈巧玲,郑军,朱谷川.一类具有时变系数的抛物系统的积分输入状态镇定问题.控制理论与应用,

2024, 41(12): 2259 – 2268
DOI: 10.7641/CTA.2023.30020

Integral input-to-state stabilization of
a class of parabolic systems with time-varying coefficients

CHEN Qiao-ling1, ZHENG Jun1,2†, ZHU Gu-chuan2

(1. School of Mathematics, Southwest Jiaotong University, Chengdu Sichuan 611756, China;
2. Department of Electrical Engineering, Polytechnique Montréal, Montreal QC H3T 1J4, Canada)
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1 引引引言言言

近几十年来,反步法(backstepping)被证明是偏微
分方程描述的分布参数系统控制器设计的有力工

具[1–3]. 特别地,反步法被广泛应用于研究一维抛物系
统的镇定问题,例如,常系数系统[1–2, 4]、系数仅依赖

于空间变量的系统[5–7]、系数仅依赖于时间变量的系

统[8–10]、系数依赖于空间变量和时间变量的系

统[11–13],以及耦合系统[14–16]等. 该方法的主要思想
是,设计边界反馈控制器并利用Volterra积分变换,将
含有不稳定项的偏微分系统转化为一个比较容易处

理的稳定的目标系统,从而消除原系统的不稳定项对
系统稳定性分析带来的直接影响.一般情况下,在采
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用反步法设计控制器时,所选择的目标系统的系数通
常为常数,而很少依赖于时间变量或空间变量. 此时,
利用经典的Lyapunov方法及Volterra积分变换的逆变
换,比较容易建立闭环系统的稳定性.
对于一般的具有时变系数的抛物系统的镇定问题,

尽管反步法在控制器设计方面行之有效,但还存在一
些问题尚未得到解决. 正如著名学者Krstic等人[12]指

出:通过反步法设计的控制器,导出的核函数依赖于
时间变量,获得核函数的闭式解(解析解, closed form
solution)极具挑战性,甚至是不可能的事 (另见文献
[2, 13]中相关陈述). 因此,关于具有时变系数的抛物
系统镇定问题,大多数文献是基于时变的核函数进行
控制器设计,同时对时变系数施加Gevrey条件以保证
时变核函数的适定性和正则性,这为理论分析以及控
制器的执行带来不便[12–13]. 最近,文献[12]提出了一
种事件触发策略,在一定程度上降低了控制器的执行
复杂度.然而,由于在控制器执行过程中需要对时变
系数进行周期性采样,文献[12]提出的仍然是一种动
态设计策略.不仅如此,为了避免出现芝诺现象,文
献[12]对时变系数做出全局有界性及Lipschitz连续
性(或Hölder连续性)假设,这是比较强的条件.因此,
如何通过非时变的核函数进行控制器设计并在较少

的条件下获得抛物系统的稳定性,这一问题值得深入
探讨.
另外,对于工程实际问题,所考察的系统经常会涉

及外加扰动,例如,参数误差、模型的不精确性、白噪
声等. 为了刻画外加扰动对系统稳定性带来的影响,
Sontag等人[17–19]提出了输入状态稳定性(input-to-sta-
te stability, ISS)、积分输入状态稳定性 (integral ISS,
iISS),以及其衍生概念,用来刻画外加扰动对有限维
系统稳定性带来的影响,并逐步发展为ISS理论.近十
年来, ISS理论被推广应用于偏微分方程主导的无限
维系统[16, 20–24].
对于偏微分系统,大多数文献考察的是空间Lp范

数意义下的系统关于区域内部扰动或者边界扰动的

ISS或Lr积分输入状态稳定性 (Lr-ISS),其中, p >
2, r > 2,而对在空间L1范数下的L1-ISS的研究还比
较少[25–27]. 但基于实际应用或者从数学角度考虑,研
究偏微分系统在L1范数下的L1-ISS是很有必要的. 一
方面,外加扰动的性质通常不会很好,在较好的函数
空间(例如Lp空间(p > 2))对扰动进行测量是比较困
难的事;另一方面,很多物理模型本身就要求人们要
在空间L1范数下对系统的解进行刻画或估计[28–30].
然而,即使是对于具有常系数的开环抛物系统,建立
其在空间L1范数下关于扰动的 ISS(或L1-ISS)并非易
事,尤其相较于区域内部扰动,区域边界扰动为ISS及
iISS分析带来更大困难[21];特别地,如文献[26–27]所
指出的,对于偏微分系统,由于解的L1积分关于时间

变量的偏导数会产生奇异性,解的L1积分不再适合作

为Lyapunov候选者,因此难以利用经典的Lyapunov方
法进行稳定性分析[25–27].

基于以上事实,本文考察一类具有特殊形式的时
变系数的抛物系统的积分输入状态镇定问题.基于反
步法,本文通过一个不依赖于时间变量的核函数设计
边界反馈控制器,以保证闭环系统在空间L1范数下关

于区域内部扰动和边界扰动是L1-ISS的. 值得一提的
是,与经典的控制器设计思路不同的是,本文先确定
核函数,再确定目标系统,这使得本文利用不依赖于
时间变量的核函数进行控制器设计成为可能.尽管目
标系统的反应系数将依赖于时间变量,但对其进行稳
定性分析仍然是一件较为容易的事.

本文主要贡献包括: 1)文章展示对于某些特殊的
具有时变系数的抛物系统,非时变的核函数仍可以用
来设计控制器,以降低计算量和执行复杂度;特别地,
对于一些特殊的具有时变系数的抛物系统,本文证明
控制器可以通过具有闭式解的核函数来进行设计;
2)对于扰动对系统稳定性产生的影响,本文在空间L1

范数意义下进行定性刻画,所建立的iISS估计式在Lp

意义下是最弱的一种.

本文的结构如下: 先介绍一些基本符号;第2节描
述本文的主要研究对象及问题;第3节展示控制器的
设计和本文的主要结论;第4节给出目标系统的具体
形式,以及一些辅助结论用于后文的稳定性分析;在
第5节,利用Lyapunov逼近方法[26]和比较原理证明目

标系统的L1-ISS估计式,以及本文的主要结论;第6节
展示数值结果与分析;第7节总结本文的主要工作.

符符符号号号 N0, N+, R, R>0和R>0分别表示非负整

数、正整数、实数、正实数和非负实数集合.对于任意
的开区域或闭区域Ω⊂R1和p∈[1,+∞], Lp(Ω)表示

标准的勒贝格空间并赋予范数∥ · ∥Lp(Ω). 令C (Ω):=

{v : Ω→ R| v在Ω上连续}. 对于任意的i∈N+,令
Ci (Ω):= {v :Ω→R| v在Ω上有 i阶连续导数}. 令
Q∞:= (0, 1)× R>0和Q̄∞ := [0, 1]× R>0. 对于任意
的T ∈ R>0,令QT := (0, 1)×(0, T )和Q̄T : = [0, 1]×
[0, T ]. 令C2,1(Q̄T ):= {v : Q̄T →R| v, vx, vxx, vt∈
C(Q̄T )}. 对于函数v : Q̄T →R,及任意固定的 t ∈
[0, T ],定义v[t]:=v(·, t),其表示为关于第 1个变量的
一元函数,故当t∈[0, T ]固定时,对所有的y ∈ [0, 1]有

v[t] (y) = v(y, t). 令Lp((0, T );L1(0, 1)) := {v :

(0, 1)×(0, T )→R| v[t]∈L1(0, 1), v[x]∈Lp(0, T )}
并赋予范数

∥v∥Lp((0,T );L1(0,1)) := (
w T

0
(
w 1

0
|v(x, t)|dx)pdt)

1
p ,

令K: = {γ : R>0 →R>0|γ连续、严格单调递增,且
γ(0)= 0}, L: = {γ :R>0 → R>0| γ连续、严格单调
递减,且 lim

s→∞
γ(s)= 0}, KL : = {β :R>0 × R>0 →

R>0|β连续,且β[·, t]∈K, ∀t ∈ R>0; β[s, ·]∈ L, ∀s ∈
R>0}.
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2 问问问题题题描描描述述述

本文考察如下抛物系统积分输入状态镇定问题:

wt(x, t) = wxx(x, t) + c(x, t)w(x, t)+

f(x, t), (x, t) ∈ Q∞,

w(0, t) = 0, t ∈ R>0,

wx(1, t) = U(t) + d(t), t ∈ R>0,

w(x, 0) = w0(x), x ∈ (0, 1),

(1)

其中: 反应系数c同时依赖于空间变量x和时间变量t;
f和d分别表示分布在区域内部和边界的扰动,通常可
以用来描述模型不精准性、参数误差、外界干扰等;
U为需要设计的控制输入; w0为给定的初值.当f ≡

d ≡ 0且c为非负常数且很大时(例如c >
π2

4
),开环系

统(1)是不稳定的[1–2].

为了描述外加扰动对系统稳定性产生的影响,本
文介绍如下概念.

定定定义义义 1 如果存在函数β ∈ KL和γ1, γ2 ∈ K,使
得对于任意给定的初值w0,系统(1)的解 (某个意义
下)存在,且满足如下估计式:

∥w[t]∥L1(0,1) 6 β(∥w0∥L1(0,1), t) +

γ1(∥f∥Lr((0,t);L1(0,1))) +

γ2(∥d∥Lr(0,t)), ∀t ∈ R>0, (2)

其中r ∈ [1,+∞),则称系统(1)关于区域内部扰动f
和区域边界扰动d在空间L1范数下是Lr–输入状态稳
定的(Lr-input-to-state stable, Lr-ISS).

本文总假设c为如下可分离变量的形式:

c(x, t) = c1(x) + c2(t), (3)

其中: c1 ∈ C([0, 1]), c2 ∈ C(R>0)满足

sup
t∈R>0

c2(t) < +∞, (4)

设f ∈ C(Q̄∞), d ∈ C(R>0). 初值条件在后文给出.

本文的主要目的是,在上述结构性条件下,通过不
依赖于时间变量的核函数设计边界反馈控制律U(t),
以使闭环系统(1)在空间L1范数下关于 f和 d是L1-
ISS的. 特别地,当f ≡ d ≡ 0时,闭环系统在空间L1

范数下是渐近稳定的.

3 控控控制制制器器器设设设计计计与与与主主主要要要结结结论论论

3.1 控控控制制制器器器设设设计计计

注意到c1的连续性以及条件(4),可以任意取一个
正常数λ0使得

λ0 > sup
(x,t)∈Q̄∞

c(x, t), (5)

定义D := {(x, y) ∈ R2| 0 6 y 6 x 6 1}和

µ(x, y) := λ0 − c1(x) + c1(y), ∀(x, y) ∈ D. (6)

令k是如下定义在区域D上的核函数方程的解:
kxx(x, y)− kyy(x, y) = µ(x, y)k(x, y)),

2
d

dx
(k(x, x)) = λ0,

k(x, 0) = 0,

(7)

这里
d

dx
(k(x, x)) := kx(x, y)|y=x + ky(x, y)|y=x. 通

过该核函数k,本文定义系统(1)的边界反馈控制律为

U(t) := −λ0

2
w(1, t)−

w 1

0
kx(1, y)w(y, t)dy. (8)

下列命题给出了核函数方程(7)解的适定性,其证
明过程是标准的,可以参考文献[1,3].
命命命题题题 1 核函数方程 (7)存在唯一一个解 k ∈

C2(D),并且满足

|k(x, y)| 6 Λe2Λ, ∀(x, y) ∈ D, (9)

其中Λ :=
1

2
max {λ0, max

(x,y)∈D
|µ(x, y)|}. 特别地,当

c1(x) ≡ 0时,核函数可以表示为

k(x, y) = λ0y
I1(

√
λ0(x2 − y2))√
λ0(x2 − y2)

, (10)

其中I1为修正的一阶贝塞尔函数.

注注注 1 注意 lim
s→0

I1(s)
s

=
1

2
和 lim

s→0

I2(s)
s2

=
1

8
,因此,

式(9)及后文的式(13)均是良定的,这里I2为修正的二阶贝塞
尔函数. 关于贝塞尔函数及修正的贝塞尔函数的概念和性质,

可以参考文献[2].

3.2 主主主要要要结结结论论论

在本文中,设初值的容许集为

W0 := {w ∈ C2([0, 1])|w(0) = 0,

wx(1) = −λ0

2
w(1)−w 1

0
kx(1, y)w(y)dy+d(0)}.

令

λ(x, t) := λ0 − c(x, t), (11)

定义常数

λ := inf
(x,t)∈Q̄∞

λ(x, t)> 0, (12)

和

k̄ := max
(x,y)∈D

|k(x, y)|, M := ek̄.

以下定理是本文得到的第1个主要结果.

定定定理理理 1 设w0 ∈W0,并考虑边界反馈控制律
(8). 对于任意的T ∈ R>0,闭环系统(1)存在唯一经典
解w ∈ C2,1(Q̄T ). 更进一步,闭环系统(1)在空间L1

范数下是L1-ISS的.

利用定理1及非局部条件下的抛物系统的比较原
理(见后文引理3),可以进一步证明下列定理2,它表
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明,对于某些抛物型偏微分系统,若其反应系数仅依
赖于时间变量,或既依赖于空间变量又依赖于时间变
量、但初值不改变符号时,可以通过具有解析形式的
核函数(10)来设计边界反馈控制器,并使闭环系统是
L1-ISS的.

定定定理理理 2 定义控制律

U(t) :=− λ0

2
w(1, t)−

λ0

w 1

0

y

1− y2
I2(

√
λ0(1− y2))w(y, t)dy,

(13)

其中I2是修正的二阶贝塞尔函数.
1)若c1(x) ≡ 0,则在控制律(13)下,闭环系统(1)

在空间L1范数下是L1-ISS的.
2)若f(x, t), d(t), w0(x)同时非负或同时非正,则

在控制律(13)下,闭环系统(1)在空间L1范数下是L1-
ISS的.

注注注 2 定理1与定理2表明,当扰动f, d均为零时,闭环

系统(1)在相应的控制律下均是渐近稳定的. 另外,需要注意

的是,在定理1中,核函数的闭式解的具体形式仍然是未知的,

在仿真过程中,通常根据逐次迭代法而取其近似[1];而在定

理2中,由于核函数的闭式解由式(10)给出,使用控制律(13),

不仅能简化理论分析过程,还可以直接用于数值实验.

注注注 3 与文献[12]相比,本文加强了系数c的结构性条

件(见式(3)),但降低了全局有界性及Lipschitz连续性(或Höl-
der连续性)的正则性要求. 另外,在文献[8–9, 11, 13]等文献
中,作者为了证明时变核函数的存在性与正则性,对时变系数
施加了Gevery条件,即,设c[x] ∈ C∞(R>0),且存在R,α ∈
R>0,使得

sup
t∈R>0

| ∂
i

∂ti
c(x, t)| 6 Ri+1(i!)α, ∀x ∈ [0, 1], ∀i ∈ N0,

本文在可分离变量的结构性条件下,减弱了上述非常强的正

则性条件,不仅使得所设计的控制器不依赖于时变核函数,而

且更方便于控制器的执行.

4 目目目标标标系系系统统统的的的选选选取取取与与与辅辅辅助助助结结结论论论

4.1 目目目标标标系系系统统统的的的选选选取取取

对于任意T ∈ R>0,将系统(1)限定在区域QT上.
利用Volterra积分变换

u(x, t) := w(x, t) +
w x

0
k(x, y)w(y, t)dy, (14)

将系统(1)转换到如下形式的目标系统:

ut(x, t)=uxx(x, t)−λ(x, t)u(x, t)+f(x, t)+w x

0
k(x, y)f(y, t)dy, (x, t)∈QT ,

u(0, t) = 0, t ∈ (0, T ),

ux(1, t) = d(t), t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1),

(15)

其中u0(x) := w0(x) +
w x

0
k(x, y)w0(y)dy.

值得注意的是,大多数文献考察的是无扰动的抛
物系统的镇定问题,此时式(14)有如下形式的逆变
换[2]:

w(x, t) := u(x, t) +
w x

0
l(x, y)u(y, t)dy,

其中, l满足类似于式(7)的双曲方程. 然而,在本文中,
由于系统(1)具有扰动项,很难找到一个核函数l,使得
式(14)具有上述形式的逆变换.为了保证系统(1)与式
(15)的等价性,需要如下引理,其可以通过线性算子理
论和级数理论得以证明,请见文献[31]的引理3的证明
过程.

引引引理理理 1 对于T ∈ R>0,令D := C2,1(Q̄T ). 通过
如下方式:

u(x, t) : = (Kw)(x, t) :=

w(x, t) +
w x

0
k(x, y)w(y, t)dy,

定义算子

K : D → D,

w 7→ u,

则K为有界线性算子,且存在逆算子K−1. 特别地,对
于任意固定的t ∈ [0, T ],下列估计式成立:

∥(K−1u)[t]∥L1(0,1) 6M∥u[t]∥L1(0,1), ∀u ∈ D.
(16)

注意到系统(1)可以写成定义在区域QT上的方程,
其中, T为任意正常数. 下列命题保证了系统(1)和系
统(15)之间的等价性,其证明过程是标准的,在此省
略.

命命命题题题 2 对于任意的T ∈ R>0,定义在区域QT上

的系统(1)等价于系统(15).

4.2 辅辅辅助助助结结结论论论

为了证明定理1,需要如下引理,其常被称为微分
形式的Gronwall不等式. 读者可以参考文献[32]的第
708–709页进行证明.

引引引理理理 2 对于任意t1 > t0 > 0,如果η是定义在
[t0, t1]上的绝对连续函数,并且满足微分不等式

η′(t) 6 ϕ(t)η(t) + ψ(t), 对 a.e. t ∈ [t0, t1],

这里的ϕ和ψ是定义在[t0, t1]上的可积函数,那么下列
不等式成立:

η(t) 6e
r t
t0

ϕ(s)dsη(t0)+w t

t0
e

r t
s
ϕ(r)drψ(s)ds, ∀t ∈ [t0, t1].

为了证明定理2,需要下列含有非局部边界条件的
抛物方程的比较原理.

引引引理理理 3 如果v ∈ C2,1(Q̄∞)满足v(1, 0) ̸= 0以



第 12期 陈巧玲等: 一类具有时变系数的抛物系统的积分输入状态镇定问题 2263

及如下方程:

vt(x, t) > vxx(x, t) + b(x, t)v(x, t),

(x, t) ∈ Q̄∞,

v(0, t) > 0, t ∈ R>0,

vx(1, t) > V (t), t ∈ R>0,

v(x, 0) > 0, x ∈ (0, 1),

(17)

其中: b ∈ C(Q̄∞),

V (t) := −k1v(1, t) +
w 1

0
k2(y)v(y, t)dy, (18)

这里k1为正常数, k2∈C([0, 1);R)且 lim
y→1−

k2(y)存在,

则在Q̄∞上必有v(x, t) > 0.

证 首先,对于任意的常数l ∈ (0, 1),令

β(x) :=
(
elx − elx+ l

)−1
, ∀x ∈ [0, 1],

直接验证可得

βx(x)

β2(x)
= el − lelx > 0, ∀x ∈ [0, 1].

因此,对于固定的l,函数β关于x单调递增,且满足

β(x) > β(0) = (1 + l)
−1
> 0, ∀x ∈ [0, 1].

其次,对于任意的T ∈ R>0,令

M := max
(x,t)∈Q̄T

|v(x, t)|, N := sup
y∈[0,1)

|k2(y)|,

注意到 lim
l→0+

β(1) = +∞及 lim
l→0+

βx(1)

β2(1)
=1. 对于任意

ε > 0,可选取正常数l ≪ 1,使得
MN

β(1)
6ε
2
,
βx(1)

β2(1)
> 1

2
. (19)

对于上述固定的T, β,现在取正常数

σ > max
(x,t)∈Q̄T

(b(x, t) +
βxx(x)

β(x)
),

并令v(x, t) := β(x)eσtṽ(x, t). 由式(17)不难验证ṽ在
Q̄T上满足

ṽt > ṽxx +
2βx

β
ṽx + (b+

βxx

β
− σ)ṽ,

ṽ(0, t) > 0,

ṽx(1, t) > −k̃1ṽ(1, t) +
w 1

0
k̃2(y)ṽ(y, t)dy,

ṽ(x, 0) > 0,

(20)

其中: k̃1 := k1 +
βx(1)

β(1)
, k̃2(y) :=

1

β(1)
β(y)k2(y).

由于β(x) > (1 + l)
−1,为了证明 v的非负性,只

需证明 ṽ的非负性. 利用反证法进行证明. 假设 ṽ在

(x0, t0) ∈ Q̄T处取负的最小值,即,

ṽ(x0, t0) = min
(x,t)∈Q̄T

ṽ(x, t) < 0,

注意到在式(20)的第1式中, b+
βxx

β
− σ < 0,则由抛

物方程的极值原理知, ṽ在QT内部不取负的极小值.
注意到初值条件,可知t0 > 0. 而由式(20)的第2式知
x0 ̸= 0. 因此, x0 = 1.

对于x0 = 1, t0 > 0,由ṽ(1, t0)的极小性知

ṽx(1, t0) 6 0, (21)

利用k1 > 0, ṽ(1, t0) < 0、̃v的定义,以及式(19),由式
(20)的第3式可得

ṽx(1, t0)>

− βx(1)

β(1)
ṽ(1, t0) +

w 1

0

β(y)

β(1)
k2(y)ṽ(y, t0)dy >

− βx(1)

β2(1)
e−σt0v(1, t0)−

MN

β(1)
e−σt0 >

− 1

2
e−σt0v(1, t0)−

ε

2
e−σt0 . (22)

由式(21)–(22)可知,对于任意的T > 0以及任意

的 ε > 0,都存在 t0 ∈ (0, T ]使得 −ε < v(1, t0) < 0.
注意t0依赖于ε,而T不依赖于ε. 令ε→ 0+,可推得:
对于任意的T > 0,都存在t1 ∈ [0, T ]使得v(1, t1) =

0. 由T的任意性,必有t1 = 0,这与v(1, 0) ̸= 0的假设

矛盾.

综上,得到 ṽ > 0于Q̄T ,从而 v > 0于Q̄T . 由T的
任意性可得: v > 0于Q̄∞. 证毕.

5 主主主要要要结结结论论论的的的证证证明明明

5.1 目目目标标标系系系统统统(15)的的的解解解的的的适适适定定定性性性与与与稳稳稳定定定性性性

在证明定理1之前,先给出关于目标系统(15)的解
的适定性、正则性和L1-ISS结果.命命命题题题 3 对于任意

的T ∈ R>0,系统(15)存在唯一经典解u ∈ C2,1(Q̄T ),
并有如下估计式:

∥u[t]∥L1(0,1) 6 e−λt∥u0∥L1(0,1) + ∥d∥L1(0,t)+

(1 + k̄)∥f∥L1((0,t);L1(0,1)), ∀t ∈ [0, T ].

(23)

证 系统(15)的解的存在性、唯一性、正则性由文
献[33]的定理7.4和引理7.2的证明过程保证.

下面利用文献[26–27]提出的Lyapunov逼近方法
证明估计式(23).

首先,对于任意固定的τ ∈ R>0,令

ρτ (s) :=


|s|, |s| > τ,

− s4

8τ 3
+

3s2

4τ
+

3τ

8
, |s| < τ,

(24)

则ρτ (s)关于s是C
2连续的函数,并且以下不等式对于

任意的s ∈ R均成立:

ρ′τ (0) = 0, 0 6 |s| 6 ρτ (s), |ρ′τ (s)| 6 1, (25)
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0 6 ρ′′τ (s) =


0, |s| > τ,

3

2τ
(1− s2

τ 2
), |s| < τ,

(26)

0 6 ρτ (s)−
3τ

8
6 ρ′τ (s)s 6 ρτ (s) 6 |s|+ 3τ

8
.

(27)

令f̃(x, t) := f(x, t) +
w x

0
k(x, y)f(y, t)dy.

由式(15)及分部积分可以得到
d
dt

w 1

0
ρτ (u)dx =w 1

0
ρ′τ (u)utdx =w 1

0
ρ′τ (u)(uxx − λu+ f̃)dx =

(ρ′τ (u)ux)|x=1
x=0 −

w 1

0
ρ′′τ (u)u

2
xdx−w 1

0
ρ′τ (u)λudx+

w 1

0
ρ′τ (u)f̃dx, ∀t ∈ [0, T ]. (28)

现在估计等式(28)右端中的每一项.事实上,由
式(25)可得

(ρ′τ (u)ux)|x=1
x=0 =ρ

′
τ (u(1, t))d(t) 6 |d(t)|. (29)

由式(26)可得

−
w 1

0
ρ′′τ (u)u

2
xdx 6 0. (30)

由式(5)(12)(27)可以推出

−
w 1

0
ρ′τ (u)λudx 6−

w 1

0
λ(ρτ (u)−

3τ

8
)dx 6

− λ
w 1

0
ρτ (u)dx+

3λ

8
τ. (31)

由式(25)可得

w 1

0
ρ′τ (u)f̃dx 6

w 1

0
|f̃ |dx. (32)

结合式(28)–(32),得到
d
dt

w 1

0
ρτ (u)dx 6

− λ
w 1

0
ρτ (u)dx+

w 1

0
|f̃ |dx+ |d(t)|+ 3λ

8
τ.

将引理2应用到上式,得w 1

0
ρτ (u(x, t))dx 6

e−λt
w 1

0
ρτ (u0(x))dx+w t

0
e−λ(t−s)(

w 1

0
|f̃(x, s)|dx+ |d(s)|)ds+

3λ

8
τ

w t

0
e−λ(t−s)ds 6

e−λt
w 1

0
ρτ (u0(x))dx+w t

0
e−λ(t−s)(

w 1

0
|f̃(x, s)|dx+ |d(s)|)ds+

3λT

8
τ, ∀t ∈ [0, T ]. (33)

在式(33)中,令τ → 0+,得到

∥u[t]∥L1(0,1) 6 e−λt∥u0∥L1(0,1) +

∥f̃∥L1((0,t);L1(0,1)) +

∥d∥L1(0,t), ∀t ∈ [0, T ]. (34)

另外,注意到

∥f̃∥L1((0,t);L1(0,1)) 6 (1 + k̄)∥f∥L1((0,t);L1(0,1)).

(35)

由式(34)–(35),可知式(23)成立. 证毕.

5.2 定定定理理理1与与与定定定理理理2的的的证证证明明明
定理1的证明.

证证证 闭环系统(1)解的存在唯一性由引理1、命
题1、命题2及T的任意性保证.

往证闭环系统(1)在空间L1范数下是L1-ISS的. 由
式(16)和式(23)可得

∥w[t]∥L1(0,1) =

∥(K−1u)[t]∥L1(0,1) 6
M∥u[t]∥L1(0,1) 6
M

(
e−λt∥u0∥L1(0,1) + ∥d∥L1(0,t) +

(1 + k̄)∥f∥L1((0,t);L1(0,1))

)
, ∀t ∈ [0, T ],

进一步,由T的任意性得

∥w[t]∥L1(0,1) 6
M

(
e−λt∥u0∥L1(0,1) + ∥d∥L1(0,t) +

(1 + k̄)∥f∥L1((0,t);L1(0,1))

)
, ∀t ∈ R>0.

注意到由u0的定义可得

∥u0∥L1(0,1) 6 (1 + k̄)∥w0∥L1(0,1),

从而闭环系统(1)在空间L1范数下是L1-ISS的.

证毕.

定理2的证明.

证证证 对于结论1),若c1(x) ≡ 0,则由命题1知,核
函数k由式 (10)给出.利用修正的贝塞尔函数的性质
(见文献[2]的式(A.14)或式(A.15)),可得

kx(1, y) =
λ0y

1− y2
I2(

√
λ0(1− y2)),

从而,由定理1知,在边界控制律(13)下,系统(1)在空
间L1范数下是L1-ISS的.

下面证明结论2),即,当c1(x) ̸≡ 0,但f, d, w0同时

非负或非正时,系统(1)在边界控制律(13)下仍是L1-
ISS的.

先考虑w0(x) > 0, f(x, t) > 0及d(t) > 0时的

情形. 事实上,由式 (5)可以选择一个正常数 c0 >
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max
x∈[0,1]

c1(x)使得

λ0 > sup
(x,t)∈Q̄∞

c̃(x, t)> sup
(x,t)∈Q̄∞

c(x, t), (36)

这里定义c̃(x, t) := c0 + c2(t).
对于任意δ ∈ (0, 1),令v0(x) : = w0(x) + δ,则

v0(x) > 0且v0(1) > 0. 现在考察如下系统:

vt(x, t) = vxx(x, t) + c̃(x, t)v(x, t)+

f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

v(0, t) = 0, t ∈ [0, T ],

vx(1, t) = V (t) + d(t), t ∈ [0, T ],

v(x, 0) = v0(x), x ∈ (0, 1),

(37)

其中边界控制律V (t)定义如下:

V (t) :=− λ0

2
v(1, t)−

λ0

w 1

0

y

1− y2
I2(

√
λ0(1− y2))v(y, t)dy.

(38)

一方面,由引理3知在Q̄T上v > 0. 另外,将结论
1)应用于系统(37),可知系统(37)是L1-ISS的,并且具
有如下形式的估计式:

∥v[t]∥L1(0,1) 6
e−C1t∥w0 + δ∥L1(0,1) + ∥d∥L1(0,t) +

C2∥f∥L1((0,t);L1(0,1)), ∀t ∈ [0, T ], (39)

其中C1, C2为不依赖于δ的正常数.
另一方面,令ṽ = v − w,则由v的非负性及方程

式(1)与式(37)知,在Q̄T上成立

ṽt = ṽxx + (c̃− c)v + cṽ >
ṽxx + cṽ, (x, t) ∈ QT ,

ṽ(0, t) = 0, t ∈ [0, T ],

ṽx(1, t) = Ṽ (t), t ∈ [0, T ],

ṽ(x, 0) = δ, x ∈ (0, 1),

(40)

其中

Ṽ (t) :=− λ0

2
ṽ(1, t)−

λ0

w 1

0

y

1− y2
I2(

√
λ0(1− y2))ṽ(y, t)dy.

将引理3分别应用于系统(40)及式(1)得: ṽ > 0及

w > 0,从而总有0 6 w 6 v. 进一步,由式(39)可得

∥w[t]∥L1(0,1) 6 e−C1t∥w0 + δ∥L1(0,1) + ∥d∥L1(0,t)+

C2∥f∥L1((0,t);L1(0,1)), ∀t ∈ [0, T ].

令δ → 0+,可得

∥w[t]∥L1(0,1) 6 e−C1t∥w0∥L1(0,1) + ∥d∥L1(0,t)+

C2∥f∥L1((0,t);L1(0,1)), ∀t ∈ [0, T ].

因此, w-系统是L1-ISS的.

对于w0(x) 6 0, f(x, t) 6 0及d(t) 6 0时的情形,

可以考虑−v和−w,并做类似推导,可得结论.

证毕.

6 数数数值值值结结结果果果

在本节的数值实验中,总取

c2(t) ={
0.8π2

(
sin2 t+ et−1 − e−1 + 2

)
, 0 6 t 6 1,

0.8π2
(
sin2 t− e1−t − e−1 + 4

)
, t > 1,

函数c1, f, d, w0的表达式将在每一小节中具体给出.

注意c2 ∈ C1 (R>0),且

0 < c2(t) 6 0.8π2(5− e−1), ∀t ∈ R>0,

因此, c2满足本文提出的条件.但是, c2 ̸∈ C2 (R>0),

故c2不满足Gevrey条件.利用MATLAB提供的pdepe

函数进行抛物方程的求解,并进行数值实验. 本实验

表明,对于一些时变系统,仍可以通过不依赖于时间

变量的核函数进行控制器设计,以保证系统的积分输

入状态稳定性或渐近稳定性. 特别地,核函数的闭式

解可以由修正的贝塞尔函数给出,极大地降低了执行

复杂度.

6.1 系系系统统统的的的指指指数数数镇镇镇定定定数数数值值值实实实验验验

在本小节中,取
c1(x) = 0.8π2(x+ x2),

f(x, t) = d(t) = 0,

w0(x) = 1 + sin(
3

2
πx).

(41)

开环系统稳定性. 图1(a)表明,开环系统在没有扰

动的情况下是不稳定的.

闭环系统稳定性. 由于初值w0(x) > 0,由定理1

及定理2中结论2)可知,只需选取合适的λ0以满足式

(36),则可以通过式(13)来定义控制律,并使未受干扰

的闭环系统(1)在空间L1范数下是指数稳定的. 事实

上,注意到

c(x, t) = c1(x) + c2(t) < 5.5π2, ∀(x, t) ∈ Q̄∞,

在仿真实验中,取λ0 := 5.5π2. 图1(b)–(d)显示,在控

制律(13)下,闭环系统在t = 0.5时刻达到稳定状态,

其中,图 1(b)展示的是闭环系统的解w的三维图像,

图1 (c)和图1 (d)分别展示的是 ∥w[t]∥L1(0,1),以及

w(1, t)和wx(1, t)的演化趋势. 数值结果与理论分析

结果保持一致.
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图 1 系统在条件(41)下的稳定性
Fig. 1 Stability of the system under the condition (41)

6.2 系系系统统统的的的L1-ISS数数数值值值实实实验验验
在本小节中,取

c1(x) = 0,

f(x, t) = m

√
20 + x+ t

23 + t
,

d(t) = j(20
√
te−t + 23 sin(100t)),

w0(x) = 3x(2x− 1)(−3x2 + 5),

(42)

其中: m ∈ {0, 3, 10}, j ∈ {0, 1},在仿真实验中用于
刻画扰动的“大小”. 由于c仅依赖于时间变量,根据定

理2中结论1)和注2可知,本文可以利用控制律(13)以
使闭环系统是积分输入状态稳定的. 特别地,针对不
同的m, j,本文展示相应的数值结果,以更好地体现
系统的iISS性质,刻画外加扰动对闭环系统稳定性产
生的影响.

无扰动时的开环、闭环系统的稳定性. 对于m =

j = 0时的情形,图2(a)表明,开环系统是不稳定的.
图2(b)–(d)显示,在控制律(13)下,闭环系统在t = 0.5

时刻达到稳定状态,其中,图2(b)展示的是闭环系
统的解w的三维图像,图2(c)和图2(d)分别展示的是
∥w[t]∥L1(0,1),以及w(1, t)和wx(1, t)的演化趋势. 数
值结果与理论分析结果保持一致.

有扰动时的闭环系统的积分输入状态稳定性. 对
于m+ j > 0时的情形,注意到

c(x, t) = c2(t) 6
0.8π2(5− e−1) < 4π2, ∀(x, t) ∈ Q̄∞,

则由定理1及定理2中结论1)可知,只需选取λ0 =

4π2,便可以通过边界控制律(13)使得闭环系统(1)在
空间L1范数下是L1-ISS的. 图3(a)展示的是m = 10,

j = 0时闭环系统关于区域内部扰动f的L1-ISS结果;
图3(b)和图3(c)分别展示的是m = 10, j = 1和m =

3, j= 1时闭环系统在空间L1范数下同时关于区域内

部扰动f和边界扰动d的L1-ISS结果;图3(d)展示的是
m = 0, j = 1时闭环系统在空间L1范数下关于区域

边界扰动d的L1-ISS结果.从图3不难发现,尽管系统
出现扰动,但解仍保持在平衡点附近.特别地,图3(a)–
3(b)显示,对于同一内部扰动,随着边界扰动的输入,
闭环系统的解的L1范数发生相应的变化,但仍保持在
有界范围内.图3(b)–3(d)显示,对于同一边界扰动,较
小的内部扰动对系统稳定性产生的影响较小. 数值结
果与理论分析结果保持一致.

注注注 4 在MATLAB实验中,直接调用了修正的贝塞尔
函数来实现边界控制律的计算.与文献[1]提出的通过逐次迭
代法进行数值计算,以及文献[12]通过多次采样、多次调用修
正的贝塞尔函数进行数值计算相比较,本文所使用的策略不
仅保证了计算精度,在很大程度上也简化了数值计算过程.
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(d)闭环系统的w(1, t)和wx(1, t)的轨迹

图 2 无扰动时系统在条件(42)下的稳定性

Fig. 2 Stability of the system without disturbances under the
condition (42)
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(c) m = 3, j = 1时闭环系统的L1-ISS
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(d) m = 0, j = 1时闭环系统的L1-ISS

图 3 闭环系统在条件(42)下关于不同扰动的L1-ISS

Fig. 3 The L1-ISS of the closed-loop system w.r.t. different
disturbances under the condition (42)

7 结结结束束束语语语

本文考察了一类具有时变系数的抛物系统的积分

输入状态镇定问题.有别于既有文献关于控制器的动
态反演设计方法,本文通过不依赖于时间变量的核函
数来设计边界反馈控制器,属于一种静态设计,极大
地降低了计算量和控制器的执行复杂度.本文不仅在
理论上证明了闭环系统在空间L1范数下关于外加扰

动是L1-ISS,对扰动对系统稳定性产生的影响提供了
一种定性刻画,也在数值实验方面做了验证. 数值结
果与理论分析的结果保持一致,说明本文提出的方法
是行之有效的. 值得一提的是,本文考察的仅是线性
系统,同时,时变系数c是一类可分离变量的特殊情形.
对于一般的c或非线性系统,如何通过不依赖于时间
变量的核函数设计控制器,需要更多的技巧和理论分
析工具,这将在后续工作中给予考虑.
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