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摘要:针对扰动作用下的四旋翼无人机跟踪控制问题,基于区间观测器设计了几何跟踪控制策略.首先,对于一
类由外源系统生成的扰动,在龙伯格观测器的基础上借助区间估计技术设计了扰动区间观测器,实现了对扰动上下
界的估计;其次,利用扰动区间信息设计了扰动效应指示器以判断扰动对四旋翼无人机姿态的影响,构建了内环几
何控制器;然后,基于扰动估计信息设计了外环位置控制器,保证了跟踪误差满足预设的约束,并证明了跟踪误差是
有界的;最后,通过仿真验证了该方法的有效性.
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Disturbance interval observer based geometric control for quadrotor

CAI Qing, QIU Hong-ling, FEI Cheng, SHEN Jun†

(College of Automation Engineering, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing Jiangsu 210000, China)

Abstract: In this paper, a geometric tracking control strategy based on interval observer is designed to solve the tracking
control problem of quadrotor under disturbances. Firstly, for a class of disturbances generated by some exogenous systems,
a disturbance interval observer is constructed on the basis of the Luenberger observer by using the interval estimation
technique, which realizes the estimation of the upper bounds and the lower bounds of disturbances. Secondly, in order
to evaluate the effect of disturbance on the attitude of the quadrotor, a disturbance effect indicator is designed using the
disturbance interval information, and an inner loop geometric controller is constructed. Then, exploiting the information
of disturbance obtained by the interval observer, an outer loop position controller is proposed to ensure that the tracking
error meets the predetermined constraints, and the tracking errors are proved to be bounded. Finally, the effectiveness of
the proposed control strategy is verified by simulations.
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1 引引引言言言

四旋翼无人机目前在许多领域已经有了成功应用,
如航拍、电路巡检、地形勘探以及货物运输等. 为了
利用四旋翼无人机在复杂的环境中执行不同的任

务[1],高效的飞行控制器是必不可少的.

近年来,基于反步控制[2]、滑模控制[3]、自适应控

制[4]等技术的控制器被开发出来. 这些控制器基于欧
拉角设计,非常直观但却存在奇点问题.几何控制器
直接在三维特殊正交群上定义姿态控制律,避免了奇
点问题,且控制器的整体复杂度较低[5–7].

从实际应用角度而言,扰动可能会导致控制器的
性能恶化. 文献[8]对空气动力阻尼进行建模,采用递
归最小二乘对其进行补偿,设计了四旋翼无人机几何
自适应控制器. 文献[9]利用鲁棒积分符号误差补偿模
型不确定性和未知外部扰动,实现了四旋翼无人机的
敏捷飞行. 文献[10]将扰动观测器和几何控制结合,
设计了基于观测器的鲁棒控制方法,有效地抑制了跟
踪误差. 尽管这些方法增强了四旋翼无人机对扰动的
鲁棒性,但却无法在理论上保证位置跟踪精度.

作为一种典型的欠驱动系统,四旋翼无人机位置
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跟踪效果受到姿态误差收敛速度的影响.实际上,扰
动不总是对系统产生负面的影响:当扰动对系统的影
响和控制输入对系统的影响相同时,扰动可以被视为
控制输入的一部分而不需要被补偿.目前,已有一些
文献通过扰动利用控制方案进行了研究.文献[11]通
过分析扰动对系统的影响提出了扰动效应指示器(dis-
turbance effect indicator, DEI),并基于此设计了扰动
效应触发控制方案以改善控制器性能.文献[12]利用
空气动力阻力来增大四旋翼无人机控制器增益,从而
提高跟踪误差收敛速度.由于扰动有着改善系统性能
的能力,因此,可以在姿态控制器器设计中考虑利用
扰动提高姿态误差收敛速度.

利用扰动改善控制器性能的前提是实现对扰动的

精确估计.尽管扰动观测器[13]可以有效地对扰动进行

估计,但估计误差的存在不利于准确判断扰动对系统
的影响.与估计系统状态精确值的观测器不同,区间
观测器[14–15]可以提供包含当前系统状态所有可能值

的上、下边界,这在一定程度上能够缓解上述问题.据
作者所知,目前利用扰动改善四旋翼无人机控制性能
的问题尚未得到充分研究,更不用说基于扰动区间观
测器的扰动利用控制方案.

受上述讨论启发,本文针对扰动作用下的四旋翼
无人机控制问题,提出了基于扰动区间观测器的扰动
利用几何控制方案.本文的主要贡献为: 1) 借助区间
估计技术设计扰动区间观测器,实现对未知外源扰动
上下界的准确估计; 2) 在位置环控制中,引入一个由
连续分段函数组成的指定时间漏斗边界,在理论上对
位置跟踪误差进行限制,保证位置跟踪精度; 3) 在姿
态环控制中,分析扰动区间内的扰动对姿态系统的影
响以构建扰动效应指示器,利用扰动改善姿态控制器
的瞬态性能.

2 问问问题题题描描描述述述

2.1 符符符号号号说说说明明明

在本文中, Rn
+是具有非负项的n维向量集合,

Rm×n
+ 是具有非负项的矩阵集合, In是n阶单位矩阵,

∥ · ∥是欧几里得范数. 对于矩阵A ∈ Rn×n, tr(A)是矩
阵A的迹; A+=max{On, A}, A− = A+−A; λM(A)

和λm(A)分别代表矩阵A的最大特征值以及最小特征

值.三维特殊正交群SO(3) = {R ∈ R3×3 |RTR =

RRT=I3, detR=1}. 对于向量a, b ∈ R3, S(a)是满
足S(a)b = a× b的反对称矩阵, S(a)∨ = a. ◦是哈达
玛积.

为了对四旋翼无人机进行建模,引入如图1所示
的3个坐标系,分别为惯性系W = {xw, yw, zw}、机
体系B = {xb, yb, zb}和过渡系C = {xc, yc, zc}. 考虑
四旋翼无人机系统在飞行过程中受到如阵风扰动、负

载变化等多种因素的影响,其动力学模型为

ṗ = v, (1)

mv̇ = −ufRe3 +mge3 + df , (2)

Ṙ = RS(ω), (3)

Jω̇ = −S(ω)Jω + uτ + dτ , (4)

其中: m代表四旋翼无人机质量; g代表重力常数;
p = [px py pz]

T∈R3和v=[ṗx ṗy ṗz]
T∈R3分别代表

四旋翼无人机质心在惯性坐标系W中的位置和速度;
R = [b1b b2b b3b] ∈ SO(3)代表机体坐标系相对于

惯性坐标系的旋转; ω = [ωx ωy ωz]
T ∈ R3代表四旋

翼无人机在机体坐标系B中的角速度;力和力矩矢
量df ∈ R3和dτ ∈ R3是分别作用于位置子系统和姿

态子系统的未知外源扰动; uf ∈ R和uτ ∈ R3分别代

表旋翼产生的总推力和控制力矩; e3 = [0 0 1]T.
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图 1 无人机坐标系示意图

Fig. 1 Reference frame of quadrotor

和文献[16]类似,本文对扰动d作出如下假设:

假假假设设设 1 扰动d由如下外源系统生成:{
ξ̇ = Aξξ + κ,

d = Cξξ,
(5)

其中: ξ ∈ RN是系统(5)的状态向量; κ ∈ RN是未知

时变向量,满足κ6κ6 κ̄, κ和κ̄为已知常向量; Aξ∈
RN×N和Cξ ∈ R6×N

+ 是已知常数矩阵,并且(Aξ, Cξ)

是可观测的.

2.2 控控控制制制目目目标标标

本文的控制目标是在一定初始条件下使四旋翼无

人机跟踪给定的期望轨迹,其中期望轨迹包含两个参
数,即四旋翼无人机的期望位置pd和期望偏航角ψd.

3 扰扰扰动动动区区区间间间观观观测测测器器器设设设计计计

在设计扰动区间观测器之前,首先给出如下定义
以及相关引理:

定定定义义义 1 [17] 如果矩阵A ∈ Rn×n的非主对角线

元素均是非负的,则称A为Metzler矩阵.
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定定定义义义 2 [18] 如果矩阵A ∈ Rn×n的所有特征值

均有负实部,则称A为Hurwitz矩阵.

引引引理理理 1 [19] 考虑连续线性系统

ṡ(t) = As(t) + w(t),

其中,系统状态s(t)∈Rn, A∈ Rn×n, w(t) ∈ Rn
+. 如

果A为Metzler矩阵,且s(0) ∈ Rn
+,则s(t) ∈ Rn

+对任

意t > 0成立.

引引引理理理 2 [18] 如果b, b, b̄ ∈ Rn满足b 6 b 6 b̄,则
A+b−A−b̄ 6 Ab 6 A+b̄−A−b.

为了对扰动d进行估计,引入辅助变量η ∈ RN以

构建扰动观测器,由此得到
ξ = Pη + Lν,

η̇ = P−1(Aξ − LCξ)Pη + P−1φ+ P−1κ,

d = Cξξ,

(6)

其中: P ∈ RN×N和L ∈ RN×6为待设计矩阵, φ =

(Aξ − LCξ)Lν + L[(ufRe3 −mge3)
T (S(ω)Jω −

uτ )
T]T ∈ RN , ν = [mvT (Jω)T]T ∈ R6.

设计区间观测器对辅助变量η的上下界进行估计,
与文献[19]类似,区间观测器构建如下:{

˙̄η = P−1(Aξ − LCξ)P η̄ + P−1φ+ Θ̄,

η̇ = P−1(Aξ − LCξ)Pη + P−1φ+Θ,
(7)

其中: Θ̄ = (P−1)+κ̄ − (P−1)−κ, Θ = (P−1)+κ−
(P−1)−κ̄.

定义辅助变量估计误差上界 ēη = η̄ − η,估计误
差下界 eη = η − η,则辅助变量估计误差动力学满足{

˙̄eη = P−1(Aξ − LCξ)P ēη + Θ̄ − P−1κ,

ėη = P−1(Aξ − LCξ)Peη + P−1κ−Θ,
(8)

根据式(6)–(7),可以得到如下的扰动上下界:{
d̄ = Cξ(P

+η̄ − P−η) + CξLν,

d = Cξ(P
+η − P−η̄) + CξLν,

(9)

其中: d̄ = [d̄Tf d̄Tτ ]
T, d = [dTf dTτ ]

T.

定定定理理理 1 考虑外源系统(5)作用下的四旋翼无人
机系统(1)–(4). 若矩阵P−1(Aξ − LCξ)P是Metzler矩
阵且是Hurwitz矩阵,并且区间观测器 (7)的初始估计
误差ēη(0)和eη(0)是非负的,那么扰动估计误差 ēd =

d̄− d和ed = d− d是非负且有界的.

证 考虑辅助变量估计误差动力学(8),可知

Θ̄ − P−1κ = (P−1)+(κ̄− κ) + (P−1)−(κ− κ),

P−1κ−Θ = (P−1)+(κ− κ) + (P−1)−(κ̄− κ),

由于(P−1)+ > 0, (P−1)− > 0, κ̄−κ > 0, κ−κ > 0,
且κ, κ, κ̄有界,因此Θ̄−P−1κ和P−1κ−Θ均是非负
有界的.

根据引理1,当P−1(Aξ −LCξ)P为Metzler矩阵且

Hurwitz稳定,且初始估计误差 ēη(0)和 eη(0)非负时,

辅助变量估计误差ēη和eη非负且有界,因此式(7)是式

(6)的区间观测器.

考虑式(7)和式(9),扰动估计误差可以进一步写成

如下形式: {
ēd = CξP

+ēη + CξP
−eη,

ed = CξP
−ēη + CξP

+eη,
(10)

由于Cξ > 0, (P−1)+ > 0, (P−1)− > 0,且 ēη和eη是

非负且有界的,因此扰动估计误差ēd和ed是非负且有

界的,即扰动d满足d 6 d 6 d̄. 证毕.

选择P和L使P−1(Aξ − LCξ)P为Metzler矩阵且

Hurwitz稳定需求解一个Sylvester方程[18]: P−1Aξ −
MP−1 = QCξ, Q = P−1L,其中M和Aξ没有相同

特征值,如下引理给出了计算P和L的步骤.

引引引理理理 3 [20] 设计L使(Aξ − LCξ)和Metzler矩

阵M有相同的特征值.如果存在q1, q2 ∈ R1×N使得

(Aξ − LCξ, q1)和(M, q2)均是可观测的,那么P−1 =

O−1
2 O1, Q = P−1L,其中:

O1 =


q1
...

q1(Aζ − LCξ)
N−1

 , O2 =


q2
...

q2M
N−1

 .
注注注 1 为了避免文献[20]中方法存在的数值问题,本文

首先选择一个合适的增益矩阵L使得Aξ − LCξ和M具有相

同的特征值,然后再寻找满足引理3的向量q1.

4 控控控制制制器器器设设设计计计

4.1 姿姿姿态态态控控控制制制器器器

令Re = RT
dR,定义姿态误差函数Ψ(Re) ∈ R,姿

态误差eR ∈ R3,角速度误差eω ∈ R3为

Ψ(Re) =
1

2
tr[I3 −Re], (11)

eR =
1

2
(Re −RT

e )
∨, (12)

eω = ω −RT
e ωd, (13)

其中: Rd = [b1d b2d b3d] ∈ SO(3)代表四旋翼无人

机期望姿态, ωd ∈ R3代表四旋翼无人机期望角速度.

对式 (11)–(13)求时间导数,则旋转误差动力学满

足

Ψ̇(Re) = eTReω, (14)

ėR =
1

2
(tr[RT

e ]I −RT
e )eω = E(Re)eω, (15)

ėω = ω̇ + S(w)RT
e wd −RT

e ω̇d. (16)

利用罗德里格斯公式, Re = RT
dR ∈ SO(3)可以
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表示为如下指数映射形式:

Re =exp(S(ρne)) =

cos ρI3 + (1− cos ρ)nen
T
e + sin ρS(ne),

(17)

其中: ne∈R3代表旋转轴的单位向量, −π < ρ < π

代表旋转角度.直接计算可以得到

Ψ(Re) = 1− cos ρ, (18)

eR = ne sin ρ, (19)

∥eR∥2 = sin2 ρ = (2− Ψ(Re))Ψ(Re), (20)

显然∥eR∥代表四旋翼无人机期望姿态Rd和实际姿态

R之间旋转角度的正弦值.

为设计姿态控制器,考虑函数

V1 = k1Ψ(Re) +
1

2
eTωJeω, (21)

结合式(14)和式(16), V1的时间导数为

V̇1 = k1e
T
Reω + eTω(−S(ω)Jω + uτ + dτ−

J(S(w)RT
e wd −RT

e ω̇d)), (22)

则姿态控制器设计为

uτ = − k1eR − k2eω + S(ω)Jω − J(RT
e ω̇d−

S(ω)RT
e ωd)− d̂τ , (23)

其中: k1和k2是非负常数, d̂τ是扰动dτ的估计值, d̂τ可
以取位于扰动区间[dτ , d̄τ ]内的任意值.

考虑到扰动对四旋翼无人机系统的影响是有限

的[21],本文作出如下假设:

假假假设设设 2 对于扰动作用下的四旋翼无人机系统

(1)–(4),姿态误差函数满足Ψ(Re) 6 δ < 2,其中δ是
一个非负常数.

为了利用扰动,利用扰动效应指示器DEI来分析
扰动对系统的影响,并基于此设计四旋翼无人姿态机
控制器. 首先给出如下DEI的定义:

定定定义义义 3 对于四旋翼无人机姿态误差系统(12)–
(13),令 e1 = cJ−1eR + eω,其中 c是一个非负常数,
H1 = ¯sgn(dτ ◦ e1) = [H11 H12 H13]

T ∈ R3, H2 =

¯sgn(d̄τ ◦e1) = [H21 H22 H23]
T ∈ R3,其中 ¯sgn(x) ={

1, x > 0,

− 1, x < 0
是一个逻辑函数. 根据上述H1和H2的

信息,扰动效应指示器定义为

Hd = [Hd1 Hd2 Hd3]
T ∈ R3, (24)

其中:

Hdi =

0, (H1i,H2i) ∈ {(−1,−1)} ,
1, 其他,

对于i = 1, 2, 3成立.

注注注 2 相比于文献[11],式(24)的DEI是基于扰动区间

的上下界构造的,能够准确判断区间内扰动对系统的影响.

基于式(24)中的DEI,姿态控制器(23)可以设计为

uτ = − k1eR − k2eω + S(ω)Jω − J(RT
e ω̇d−

S(ω)RT
e ωd)− 0.5(dτ + d̄τ ) ◦Hd, (25)

将式(25)代入式(16)中,得到闭环姿态误差系统动力
学为

Jėω =− k1eR − k2eω + dτ−
0.5(dτ + d̄τ ) ◦Hd. (26)

4.2 位位位置置置控控控制制制器器器

根据四旋翼无人机动力学(1)和(2),其位置和速度
跟踪误差满足

ep = p− pd, (27)

ev = v − vd, (28)

ėp = ev, (29)

mėv = −ufRe3 +mge3 + df −mv̇d, (30)

为了避免四旋翼无人机在飞行中可能的碰撞,位置跟
踪误差ep = [ep1 ep2 ep3]

T需满足如下约束条件:

−li < epi < li, i = 1, 2, 3, (31)

其中li ∈ R+是性能函数. 为快速实现指定的位置跟
踪结果,建立如下连续分段性能函数[22]:

li(t) =(
Ti − t

Ti

)
1

1−εi (li,0 − li,∞) + li,∞, 0 6 t 6 Ti,

li,∞, t > Ti,

(32)

其中: 0 < εi < 1, i = 1, 2, 3; li,0 = li(0),并且 li,0满

足−li,0 < ei(0) < li,0; li,∞是最大允许跟踪误差,满
足0 < li,∞ 6 li,0; Ti是最大允许跟踪误差调节时间.
li(t)关于时间的导数为

l̇i(t) =


li,∞ − li,0
Ti(1− εi)

(
Ti − t

Ti

)
εi

1−εi , 0 6 t 6 Ti,

0, t > Ti.

(33)

为保证式(31)始终成立,令η = [η1 η2 η3]
T,其中

ηi =
epi√
l2i − e2pi

, i = 1, 2, 3. (34)

基于位置误差动力学以及分段性能函数(31),通过
以下两个步骤设计位置控制器:

步步步骤骤骤 1 考虑函数

V2 =
1

2

3∑
i=1

η2i , (35)
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结合式(34), V2的时间导数为

V̇2 =
3∑

i=1

l2i epi
(l2i − e2pi)

2
(vi − vdi −

epi l̇i
li

), (36)

定义e2 = [e21 e22 e23]
T = v − vc ∈ R3,其中虚拟控

制输入vc = [vc1 vc2 vc3]
T,由此得到

V̇2 =
3∑

i=1

l2i epi
(l2i − e2pi)

2
(e2i + vci − vdi −

epi l̇i
li

),

(37)

设计虚拟控制输入vci = −kepi + vdi +
epi l̇i
li

,其中k

是非负常数. 将vci代入至式(37)中,可以得到

V̇2 = −
3∑

i=1

kl2i e
2
pi

(l2i − e2pi)
2
+

3∑
i=1

l2i epie2i
(l2i − e2pi)

2
. (38)

步步步骤骤骤 2 考虑函数

V3 = V2 +
1

2
meT2 e2, (39)

V3的时间导数为

V̇3 = −
3∑

i=1

kl2i e
2
pi

(l2i − e2pi)
2
+

3∑
i=1

l2i epie2i
(l2i − e2pi)

2
+

eT2 (−ufRe3 +mge3 + df −mv̇c), (40)

为了处理位置环与姿态环的耦合问题,定义沿机体坐

标系期望z轴b3d反方向的虚拟控制输入为

U = −Kep − k3e2 −mge3 − d̂f +mv̇c, (41)

其中: 矩阵K=diag{k41, k43, k43}, k4i=
αl2i

(l2i − e2pi)
2

,

i = 1, 2, 3; α和k3是非负常数; d̂f是扰动df的估计值,

和姿态控制器类似, d̂f可以取位于扰动区间[df , d̄f ]内

的任意值.

因此,位置控制器可设计为

uf = −UTRe3 = ∥U∥ eT3RT
dRe3, (42)

将式(42)代入式(30)中,得到如下闭环位置系统动力

学:

mė2 =−Kep − k3e2 +∆f −∆c, (43)

其中: ∆f = [∆f1 ∆f2 ∆f3]
T = df − 0.5(df + d̄f),

∆c = ∥U∥eT3RT
dRe3Re3 + U .

4.3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 2 对于四旋翼无人机系统 (1)–(4),如果初

始姿态误差满足Ψ(Re(0)) < δ < 1,初始位置误差满

足−li(0) < epi(0) < li(0), i = 1, 2, 3. 如果存在常数

α > 0, k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0, c > 0, γ1 > 0,

γ2 > 0, γ3 > 0,使得

M =



ck1
λM(J)

− cγ1
λm(J)

− ck2
2λm(J)

− αfmax

2

− ck2
2λm(J)

k2 − γ2 − c 0

−αfmax

2
0 α(k3 − γ3)


,

Q1 =


k1
2

c

2
0

c

2

1

2
λm(J) 0

0 0
1

2
αm


正定,则控制律 (25)和 (42)使得eR, eω, η和e2一致有
界,且位置跟踪误差ep满足式(31).

证 考虑李雅普诺夫函数

V =V1 + αV3 + ceTReω =

k1Ψ(Re) +
1

2
eTωJeω + ceTReω+

1

2
α

3∑
i=1

η2i +
1

2
αmeT2 e2, (44)

由于初始姿态误差满足Ψ(Re(0))<δ<1,根据式(20)
和式(34)可以得到

V >k1
2
∥eR∥2 +

1

2
λm(J)∥eω∥2+

1

2
α

3∑
i=1

e2pi
l2i − e2pi

+
1

2
αm∥e2∥2 + ceTReω,

(45)

V 6 k1
2− δ

∥eR∥2 +
1

2
λM(J)∥eω∥2+

1

2
α

3∑
i=1

e2pi
l2i − e2pi

+
1

2
αm∥e2∥2 + ceTReω,

(46)

其中δ是非负常数. 显然, Q1正定意味着V是非负的.

V关于时间的导数为

V̇ = k1e
T
Reω + eTωJėω + ceTωE(Re)eω + ceTRėω+

α
3∑

i=1

ηiη̇i + αmeT2 ė2, (47)

将式(26)和式(43)代入到式(47)中,可以得到

V̇ =− k2e
T
ωeω − ck1e

T
RJ

−1eR − ck2e
T
RJ

−1eω+

ceTωE(Re)eω + ceTRJ
−1∆τ + eTω∆τ−

α
3∑

i=1

kl2i e
2
pi

(l2i − e2pi)
2
− αk3e

T
2 e2 + αeT2∆f−

αeT2∆c + 0.5(ceTRJ
−1 + eTω)((dτ + d̄τ )−

(dτ + d̄τ ) ◦Hd), (48)

其中∆τ = [∆τ1 ∆τ2 ∆τ3]
T = dτ − 0.5(dτ + d̄τ ).

为分析 (ceTRJ
−1 + eTω) ((dτ + d̄τ )− (dτ + d̄τ ) ◦



494 控 制 理 论 与 应 用 第 43卷

Hd)的符号,以i = 1为例,考虑如下两种情况:

1) Hd1 = 1. 此时,外界扰动对于系统的影响是负

面的,根据式 (24)有
1

Jxx
(ceR1 + eω1)((dτ1 + d̄τ1)−

(dτ1 + d̄τ1) ◦Hd1) = 0;

2) Hd1 = 0. 此时,外界扰动对于系统的影响是正

面的,根据式 (24)有
1

Jxx
(ceR1 + eω1) ((dτ1 + d̄τ1)−

(dτ1 + d̄τ1) ◦Hd1) < 0.

显然
1

Jxx
(ceR1+ eω1)((dτ1+ d̄τ1)− (dτ1+ d̄τ1) ◦

Hd1) 6 0 恒成立. 对于i = 2, 3,可以获得类似结果.

故(ceTRJ
−1+ eTω)((dτ + d̄τ )− (dτ + d̄τ ) ◦Hd) 6 0恒

成立. 进一步,利用杨氏不等式可以得到

V̇ 6− k2∥eω∥2 −
ck1

λM(J)
∥eR∥2+

c∥E(Re)∥∥eω∥2 +
ck2
λm(J)

∥eR∥∥eω∥−

α
3∑

i=1

kl2i e
2
pi

(l2i − e2pi)
2
− αk3∥e2∥2+

c

λm(J)
(γ1∥eR∥2 +

∥∆τ∥2

4γ1
) + γ2∥eω∥2+

∥∆τ∥2

4γ2
+ αγ3∥e2∥2 + α

∥∆f∥2

4γ3
+ α∥e2∥∥∆c∥,

(49)

其中γ1, γ2, γ3是非负常数.

利用式(41)–(42)可以得到

∥∆c∥ =∥U∥∥(eT3RT
dRe3)Re3 −Rde3∥ =

∥U∥∥b3b × (b3b × b3d)∥, (50)

由于∥b3b × (b3b × b3d)∥表示b3b和b3d之间旋转角度
的正弦值,结合式(19)可知

∥∆c∥ 6 ∥U∥∥eR∥ = fmax∥eR∥, (51)

其中fmax为四旋翼无人机所能提供的推力最大值.

结合式(15)和式(17),可以得到

∥E(Re)∥ 6 1, (52)

将式(51)–(52)代入到式(49)中,有

V̇ 6− (k2 − γ2 − c) ∥eω∥2 +
ck2
λm(J)

∥eR∥ ∥eω∥−

(
ck1
λM(J)

− cγ1
λm(J)

) ∥eR∥2 −
3∑

i=1

αkl2i e
2
pi

(l2i − e2pi)
2
−

α(k3 − γ3) ∥e2∥2 +
c∥∆τ∥2

4λm(J)γ1
+

∥∆τ∥2

4γ2
+

α
∥∆f∥2

4γ3
+ αfmax ∥e2∥ ∥eR∥ , (53)

根据式(31)可知
b2i

b2i − e2pi
> 1(i = 1, 2, 3),所以

V̇ 6−min {λm(M), αk} (∥eR∥2 + ∥eω∥2 +

∥e2∥2 +
3∑

i=1

e2pi
l2i − e2pi

) + ∆̄, (54)

其中∆̄是
c∥∆τ∥2

4λm(J)γ1
+

∥∆τ∥2

4γ2
+ α

∥∆f∥2

4γ3
的最小上

界.

令c和α足够小,可以确保矩阵M是正定的. 结合
式(46)和式(54),可以得到

V̇ 6 − min {λm(M), αk}

max{λM(Q2),
1

2
α}
V + ∆̄, (55)

其中

Q2 =


k1

2− δ

c

2
0

c

2

1

2
λM(J) 0

0 0
1

2
αm

 .
根据式(55)可知

V 6 e−Λt(V (0)− ∆̄

Λ
) +

∆̄

Λ
6 V (0) +

∆̄

Λ
, (56)

其中Λ=
min {λm(M), αk}

max{λM(Q2),
1

2
α}

. 故V是有界的,进一步

可知eR, eω, η和e2是一致有界的.

为了对位置跟踪误差进行分析,令σ=V (0)+
∆̄

Λ
,那么通过式(44)和式(56)可得0 6

3∑
i=1

e2pi
l2i − e2pi

6

2σ

α
,因此 −

√
2σ

α+ 2σ
li 6 epi 6

√
2σ

α+ 2σ
li ,由 于√

2σ

α+ 2σ
< 1,因此位置跟踪误差满足约束条件(32).

证毕.

5 仿仿仿真真真验验验证证证与与与分分分析析析

参考文献 [23],仿真中的四旋翼无人机质量为
2.48,旋翼的旋转轴到四旋翼无人机中心的距离L =

0.22 m,升力系数 cT = 7.2× 10−6,阻力系数 cT =

1.44× 10−7,转 动 惯 量Jxx = 0.0756 kg·m2, Jyy =

0.0756 kg·m2, Jzz = 0.1277 kg·m2,无人机最大推力
fmax = 73 N.扰动参数为

Aξ =

[
03 I3

03 03

]
, Cξ =

[
I3 03

03 I3

]
.

5.1 跟跟跟踪踪踪性性性能能能对对对比比比

为了说明本文控制方法 (disturbance interval obse-
rver and DEI based secure geometric control, DDSGC)
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的优越性,这一小节将其和基于观测器的安全几何控
制[24](observer based secure geometric control, OSGC)
和基于扰动补偿的几何控制[10] (disturbance compens-
ation based geometric control, DCGC)进行对比.

OSGC利用扰动观测器对扰动进行估计,并直接

对扰动进行补偿以确保位置跟踪误差满足常值安全

约束,位置跟踪性能函数 l = [1.1 1.1 1.1]T; DCGC
利用扰动观测器对扰动进行估计,并直接对扰动进行

补偿.参考文献[10]将扰动观测器设计为

d̂f = êf + ksmv, d̂τ = êτ + kmJω,

˙̂ef = −ks(−ufRe3 +mge3 + êf),

˙̂eτ = −km(−S(ω)Jω + uτ + êτ ),

其中ks和km是非负常数.

仿真过程中四旋翼无人机受到如下扰动影响:

df = [−2 cos(0.5t) − 2 cos(0.5t) 2 sin(0.5t)]T,

dτ = [− sin(0.5t) − sin(0.5t) cos(0.5t)]T.

选择传统扰动观测器参数ks = 0.8, km = 2.5. 扰

动区间观测器 κ̄ = [0.01 0.01 0.01 1 1 1]T, κ =

−κ̄,本文控制器增益设定为: α=0.01, c=0.5, k1=

15.5, k2 = 4, k3 = 25, γ1 = γ2 = γ3 = 90.分段连续

性能函数设定为

Ti = 1.5, li,0 = 1.5, li,∞ = 0.1,

ϵi = 0.5, i = 1, 2, 3.

图2给出了位置跟踪结果,可以看出3种方法均实
现了对期望轨迹的跟踪. 从图3中可以看出,本文DD-
SGC三通道位置跟踪误差均满足预设的约束条件,而

OSGC和DCGC三通道的位置跟踪误差较大.此外,
OSGC跟踪效果和DCGC控制器区别不大.

为了对位置跟踪误差进行定量评估,引入平均绝

对误差(mean absolute error, MAE)作为评价指标,定
义位置跟踪平均绝对误差为

∆pi = lim
n→∞

n∑
k=0

∥epi(k)∥, i = 1, 2, 3,

从图4可以看出本文的DDSGC有着较小的MAE,因
此其控制效果优于另外两种方法. 此外,本文DDSGC

控制器的位置跟踪误差满足预设的约束条件,三通道
的位置跟踪稳态误差均小于 0.05 m. 图 5为不同方法
的姿态误差函数曲线,可以看出本文的DDSGC姿态

跟踪效果略差于OSGC和DCGC,原因在于本文的方
法牺牲姿态跟踪性能以保证位置跟踪性能.区间扰动
观测器对位置环扰动和姿态环扰动的观测结果分别

如图6–7所示,可以看出扰动始终位于扰动区间内,这
表明了扰动估计策略的有效性.
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图 2 位置跟踪结果

Fig. 2 Position tracking results
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图 3 位置跟踪误差

Fig. 3 Position tracking errors
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图 4 位置跟踪平均绝对误差

Fig. 4 Mean absolute error for position tracking
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Fig. 5 Attitude error function
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图 6 位置环扰动观测结果

Fig. 6 Disturbance estimation in position loop

5.2 扰扰扰动动动效效效应应应指指指示示示器器器对对对比比比

为了分析扰动利用控制方案的有效性,将本文的
控制方法和与标准扰动补偿控制方法 (disturbance

observer based control, DOBC)进行对比. 两种方法的
控制器参数均相同: α = 0.01, c = 0.5, k1 = 15.5,

k2 = 4.2, k3 = 27, γ1 = γ2 = γ3 = 90.此外,两种方
法均利用本文的扰动区间观测器对扰动进行估计,仿
真过程中四旋翼无人机受到如下扰动影响:

df = [− cos(0.5t) − cos(0.5t) sin(0.5t)]T,

dτ =0.5[6−sin(0.5t) 6−sin(0.5t) 6+cos(0.5t)]T.
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图 7 姿态环扰动观测结果

Fig. 7 Disturbance estimation in attitude loop

扰动对姿态误差收敛速度的影响如图8所示. 从图
中可以看出在 0∼3 s内Hd1发生了多次切换,在0∼
1.3 s内Hd2发生了多次切换,表明本文的DDSGC能够
准确地判断扰动对姿态系统产生的影响.相比
于DOBC, DDSGC的姿态误差分量e11, e12的收敛速
度更快,这是由于扰动利用方案在部分时间内将扰动
作为控制输入的一部分,间接增加了控制器的增益.
DDSGC和DOBC的姿态误差函数收敛时间分别
为1.4 s和2.6 s,表明本文的姿态控制器能够利用扰动
加快姿态误差收敛速度.从图9可以看出DDSGC的位
置误差收敛速度要略快于DOBC,这说明提高姿态误
差收敛速度能改善位置控制器的性能.

5.3 V-REP仿仿仿真真真验验验证证证
为了更真实地模拟四旋翼无人机在环境中的运动,

在V-REP中对四旋翼无人机进行了建模,通过V-REP
和MATLAB之间的通讯实现仿真. V-REP负责模型仿
真,其中旋翼旋转轴到四旋翼中心的距离L=0.22 m;
MATLAB利用远程通讯获取V-REP中四旋翼无人机
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的状态并求解控制输入. 为了对V-REP中对四旋翼无
人机的控制,将MATLAB求解得到的控制输入转换为
作用在无人机4个旋翼上的力和力矩分量. 控制输入
u和四旋翼无人机各旋翼产生的推力分量fi(i = 1, 2,

3, 4)的关系为

u =
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图 8 扰动对姿态误差收敛速度的影响

Fig. 8 The influence of disturbance on the convergence rate
of attitude errors

选择期望轨迹pd = [2 sin t 2 cos t− 2 4]T,期望

偏航角 ψd=
π

2
rad,四旋翼无人初始位置为 (0, 0,

4) m.

仿真过程中扰动为

df = [−0.6 sin(0.5t) 0.2 cos(2t) 0]T,

dτ = [0.3 cos(0.5t) −0.4 sin(2t) 0]T,

分段连续性能函数

Ti = 6, li,0 = 2, li,∞ = 0.3,

ϵi = 0.5, i = 1, 2, 3.
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图 9 位置跟踪误差曲线

Fig. 9 Position tracking errors

V-REP仿真结果和位置跟踪误差分别如图10–11
所示,从图11中可以看出四旋翼无人机实现了对期望
轨迹的跟踪,其中x, y通道的跟踪效果较好,位置误差
收敛速度较快,而z通道始终存在着0.2 m左右的跟踪
误差. 总的来说,三通道的跟踪误差均满足相应的安
全约束,进一步表明了本文控制算法的有效性.

图 10 V-REP仿真结果

Fig. 10 Simulation result in V-REP
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Fig. 11 Tracking errors



498 控 制 理 论 与 应 用 第 43卷

6 结结结论论论

本文提出了一种利用扰动改善四旋翼无人机跟踪

性能的控制方案.为了利用扰动以提高控制性能,设
计扰动区间观测器对扰动的上、下界进行估计.在内
环姿态控制器中通过扰动效应指示器判断扰动对姿

态系统的影响,对有益扰动加以利用,提高姿态误差
收敛速度.在外环位置控制器中对扰动进行补偿,通
过性能函数对位置误差进行约束,实现高精度位置跟
踪. 仿真结果表明所提出的控制方案能够确保姿态误
差快速收敛,从而改善控制器的整体性能.
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