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摘要:针对一类以双涡喷发动机作为矢量推力系统的无人机(DJUAV)轨迹跟踪问题,本文提出了一种在模型时变
质量条件下的自适应滑模控制方法. 首先,对一般飞行器的六自由度模型在时变质量的条件下加以扩展,建立时变
质量飞行器的数学模型. 其次,对所设计矢量推力机构制定分配策略,以满足控制系统力与力矩的需要.在此基础
上,设计一种自适应滑模控制器,保证系统面对自身时变质量所带来的模型不确定性,能够实现期望轨迹的跟踪,并
且位置跟踪误差渐近收敛到零. 最后,仿真验证了所建立数学模型的可行性与控制器的有效性.
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Modelling and sliding mode-based trajectory tracking control of
a dual-jet UAV with time-varying mass
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Abstract: This paper proposes an adaptive sliding mode control method to address the trajectory tracking problem
encountered by a specific type of unmanned aerial vehicle – dual-jet unmanned aerial vehicle (DJUAV) equipped with a
dual-jet vector thrust system, particularly under the condition of time-varying mass. Firstly, by extending the six-degree-
of-freedom model of general aircraft to account for time-varying mass conditions, the mathematical model for the DJUAV
is established. Secondly, an allocation strategy for the designed vector thrust mechanism is devised to meet the force and
torque requirements of the control system. On this basis, an adaptive sliding mode controller is developed to enable the
system to accurately track the desired trajectory, even in the presence of model uncertainties arising from the time-varying
mass. The controller ensures asymptotic convergence of the position tracking error to zero. Finally, simulation results
validate the feasibility of the mathematical model and demonstrate the effectiveness of the proposed controller.

Key words: dual-jet; unmanned aerial vehicle; time-varying mass; modelling; trajectory tracking; adaptive sliding mode
Citation: YAN Lin, LI Peng, HE Jiaxing, et al. Modelling and sliding mode-based trajectory tracking control of a

dual-jet UAV with time-varying mass. Control Theory & Applications, 2026, 43(3): 458 – 468

1 引引引言言言

推力系统作为无人机的核心部件决定了无人机的

控制方式及其性能.目前,大部分小型无人机采用多
旋翼的结构形式,使用直流无刷电机作为执行器. 但
其载荷能力与续航时间都很有限.涡喷发动机具有较
大的推重比,并以燃油作为能源,能较容易实现续航
的提升,近年来受到科研人员的青睐,广泛应用于无
人机项目中[1]. 然而,以涡喷发动机作为执行器的无
人机在建模和控制方面仍存在不少难点,一是飞行过
程中的油耗使无人机的质量是时变的,进而导致质心

及转动惯量的变化,如何建立系统精确的数学模型;
二是涡喷发动机的响应速度较慢,如何优化结构设计
来减轻响应时间的不利影响.在此基础上,设计一种
高精度轨迹跟踪控制器具有挑战性.

由于涡喷发动机的反扭矩很小,这类无人机的推
力系统与多旋翼有很大不同,姿态控制依赖于矢量推
力. 根据生成矢量推力方式的不同,主要分为两种: 一
是使用矢量喷管,二是采用发动机整体偏转的方式.
两种方式各有利弊,前者采用矢量喷管会使涡喷发动
机的进出气流受到影响,进而使发动机推力产生损耗.
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因此在对发动机推力进行建模时需要将矢量喷管考

虑在内[2]. 但由于一般矢量喷管质量轻,对舵机的扭
矩要求较低. 后者刚好相反,虽不会影响到涡喷发动
机的进出气流,但由于涡喷发动机的自重,对舵机的
扭矩要求较高. 同时发动机的偏转会增加系统模型的
不确定性. 针对执行器的两种矢量推力生成方式,许
多文献对此做了研究.文献[3]构建的无人飞行器(un-
manned aerial vehicle, UAV)单纯依靠4个固定的涡喷
发动机,期望实现类似四旋翼无人机的姿态控制.文
献[2]使用4个涡喷发动机搭建了垂直起降飞行平台,
为每个涡喷配备了一个一维矢量喷管,并通过实验验
证了所搭建系统的可行性. 文献[4]使用两个涡喷发动
机设计了一种垂直起降无人机,每个涡喷发动机配备
有可以两自由度偏转的矢量喷管. 该UAV不仅能工作
在垂直起降模式,而且能转变为固定翼方式实现高速
飞行. 文献[5]利用4个涡喷发动机设计了一种无人飞
行系统,每个涡喷都有两个独立的自由度.文献[6]将
涡喷发动机安装在人形机器人上,背后的涡喷发动机
提供推力,依靠安装在上肢的涡喷发动机实现系统平
衡. 以上研究在无人机设计方面的处理方式是: 涡喷
发动机只负责生成大推力,对其动态响应不做过高要
求,辅助以其他响应迅速的机构来生成矢量推力.

数学模型是控制器设计的基础. 一般飞行器的六
自由度模型均以牛顿–欧拉方程或欧拉–拉格朗日方
程为基础[7]. 前者在使用欧拉角描述系统姿态时,有
一组中间状态变量姿态角速度,姿态角需要进一步的
变换而得到;后者则直接给出姿态角的微分方程. 这
对控制器的设计造成一些问题.前者由于不能直接得
到姿态角,许多文章考虑到飞行器飞行时的滚转角与
俯仰角很小,将姿态角变化率约等于机体坐标系各对
应轴的旋转角速度[8–9];后者虽然能直接对姿态角进
行控制器设计,但模型方程是极其复杂的,这对后续
的控制器设计造成不便[10]. 而很少有文章使用未简化
的牛顿–欧拉方程进行控制器的设计.此外,以涡喷发
动机作为执行器的UAV一大特点是飞行时面临着燃
油的消耗.这使得UAV的质量、质心位置及转动惯量
均是时变的,在这些问题下, UAV自身位置(机体系原
点)如何定义乃至整个系统的建模都面临着困难.文
献[2, 5]在建模时未考虑系统整体质量的变化. 文献
[4]在进行建模时考虑到系统质量的变化,但假设质心
位置、转动惯量是不变的.

为了克服PID等线性控制器鲁棒性差的缺点[11],
一些非线性控制方法被应用于UAV控制中[12]. 文献
[13]为一类UAV设计反步控制器实现了在风干扰情况
下的轨迹跟踪控制.文献[14]将滑模控制与自适应控
制结合运用于UAV的姿态与位置跟踪控制中,使系统
的鲁棒性和自适应性大大提升. 为了拟合外界干扰或
者系统的某些不确定性,神经网络也常常应用于非线

性控制中[15–16]. 然而,以上提到的各种控制方法大多
应用到以电驱动的UAV中,这些系统的质量是恒定的.
本文中双涡喷构型无人机(dual-jet UAV, DJUAV)飞行
时面临燃油的消耗,在此过程中,系统的质量是时变
的. 时变的质量会牵连着系统质心位置、转动惯量的
变化. 针对这样一类时变质量系统,综合3个方面的考
虑,设计高性能控制器是十分有必要的. 一些文章考
虑UAV携带负载的控制问题[17–19],这类负载通常是
突然加入系统并且保持恒定. 文献[20]考虑到系统模
型中的转动惯量不确定性,设计控制器实现姿态跟踪.
在文献[21]中,作者将UAV机体质心位置视为不确定
性,设计自适应控制器实现系统在可变质心位置下的
轨迹跟踪控制.文献[22]考虑未知质量负载下的控制
问题,设计控制器实现了UAV系统的高度控制,并且
实现负载的质量估计.文献[23–24]设计了一类新的
UAV姿态控制系统,通过改变安装在机身的质量块的
位置改变整体质量分布,来提供力矩以实现系统姿态
控制.文献[25]探讨了一类空中加油系统的控制问题.
文献[26]针对一类播洒农药无人机进行了研究,在时
变质量前提下构建模型,并实现了系统的姿态控制.
文献[27–28]对一类时变质量无人机提出了一种质量
估计方法,并实现了轨迹跟踪控制.

为了解决现有时变质量无人机控制方法存在的局

限性问题,本文针对一种双涡喷构型无人机的轨迹跟
踪问题开展研究.相比于已有的方法,本文的贡献如
下: 1)设计并实现了一种以双涡喷发动机为执行机构
的垂直起降无人机,和传统的电动多旋翼无人机相比,
能实现矢量推力控制,并具有更好的负载能力和续航
能力; 2)在飞行过程中燃油消耗所导致的时变质量情
形下,建立了考虑质量、质心位置和转动惯量等参数
时变的无人机数学模型. 和同类研究中仅仅考虑质量
变化而忽略质心位置、转动惯量变化的模型相比,本
文所建立的模型更精确,并在此基础上提出一种能够
提供控制所需力与力矩的控制分配策略; 3)针对无人
机参数时变的问题,设计了一种双环结构的自适应滑
模控制器,实现了无人机在质量、质心位置及转动惯
量等参数时变条件下的轨迹跟踪控制.

2 系系系统统统建建建模模模与与与问问问题题题描描描述述述

2.1 矢矢矢量量量推推推力力力系系系统统统

为了实现DJUAV对参考轨迹的跟踪,作为执行器
的矢量推力系统需要产生必要的控制力和控制力矩.
本文使用两个矢量喷管,结合涡喷发动机实现矢量推
力系统,如图1所示.

本文所设计的矢量推力系统机械结构如图2所示.
安装于涡喷发动机尾喷管之后的矢量喷管可以进行

两自由度的偏转以改变推力方向.矢量喷管两自由度
偏转的机理是: 两个舵机依次通过舵机臂、球头万向
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节、拉杆、万向节联轴器与喷管外环、内喷管相连. 其
中1号舵机控制内喷管, 2号舵机控制喷管外环,喷管
外环可以带动内喷管旋转. 由于两支拉杆处于正交安
装位,加上万向节的存在,两拉杆的运动是解耦的[29],
也就是说各自控制矢量喷管的旋转角度可以直接用

于坐标系变换.两喷管的旋转运动为一个内旋的过程,
因此能够很方便在喷管处建立喷管坐标系以得到矢

量推力在机体系下的表示.
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图 1 DJUAV结构

Fig. 1 The structure of DJUAV
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图 2 矢量推力系统

Fig. 2 Vector thrust system

2.2 建建建立立立时时时变变变质质质量量量数数数学学学模模模型型型

以涡喷发动机作为执行器的UAV在长时间飞行过

程中会发生相当大一部分的油耗,这使得该类UAV的
系统模型相较于其他恒定质量UAV有很大的不同.油
耗不仅使UAV质量随时间变化,系统整体质心位置、
转动惯量都是时变的,对系统的平移运动与旋转运动
均会产生影响.这些需要在建模阶段得到充分考虑.
建模以牛顿–欧拉方程为基础,并在时变质量的假设
前提下加以扩展.

建立如下 4个坐标系:惯性系Oexeyeze,机体系
Obxbybzb,喷管系Otixtiytizti, i = 1, 2,如图 1(b)所
示. 需要注意的是,机体系的原点选用除去油箱部分
的机体质心. 定义p = [x y z]T∈R3为机体系原点在

惯性系中的位置矢量, η = [ϕ θ ψ]T ∈ R3为UAV姿

态角, −π
2
< ϕ, θ <

π

2
, ω = [ωϕ ωθ ωψ]

T ∈ R3为姿

态角速度.

假假假设设设 1 假设油箱形状为长方体,放置中心通过
机体轴Obzb,关于Obxbzb, Obybzb对称. 并且通过手
段使飞行过程中燃油液面下降时维持平稳,即油箱内
燃油为上液面随时间下降的长方体,长宽高记为lx, ly,
lz ∈ R,其中lz是时变的.

除去油箱的机体部分质量记为ms ∈ R,油箱部分
为时变质量记为mvar∈R,则总质量m=ms +mvar.
记rsv ∈ R3为Ob到油箱质心向量. 除去油箱的机体部
分相对于机体系三轴的转动惯量矩阵记为Is ∈ R3×3,
油箱部分相对于机体系三轴的转动惯量矩阵记为

Ivar ∈ R3×3. 根据平行轴定理有

Ivar =
(
rT
svrsvE − rsvr

T
sv

)
mvar + I0, (1)

式中: E ∈ R3×3为单位阵, I0 ∈ R3×3为油箱自身的

转动惯量矩阵,其表达式见式 (2),则总的转动惯量
I = Is + Ivar.

I0 =
mvar

12

 l2y + l2z 0 0

0 l2x + l2z 0

0 0 l2x + l2y

 . (2)

机体系向惯性系转换矩阵为

Re
b =

cθcψ sϕsθcψ−cϕsψ cϕsθcψ+sϕsψ
cθsψ sϕsθsψ+cϕcψ cϕsθsψ−sϕcψ
−sθ sϕcθ cϕcθ

, (3)

式中: c∗ , cos(∗), s∗ , sin(∗).
机体系向喷管系转换矩阵为

Rti
b =

cos δiy sin δiy sin δix − sin δiy cos δix
0 cos δix sin δix

sin δiy − cos δiy sin δix cos δiy cos δix

,
(4)

式中δix, δiy ∈ R为矢量喷管绕喷管系Otixti, Otiyti轴

旋转的角度.
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2.2.1 旋旋旋转转转运运运动动动

姿态角变化率η̇与机体的旋转角速度ω之间有如

下关系:

η̇ = Iηω, (5)

式中

Iη =

1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ

0 cosϕ − sinϕ

0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ

 . (6)

注注注 1 在本文中,假设俯仰角θ满足|θ| < π

2
,因此矩阵

Iη不会为奇异矩阵.

作用于系统的力矩分为两部分,一是来自执行器,
二是油箱的重量相较于机体轴产生的力矩.

τ = τu + rsv × F b
oil, (7)

式中: τu ∈ R3为发动机推力作用于机体轴的力矩,
F b

oil = mvargR
b
ee3 ∈ R3为油箱重力在机体系下的表

示. g∈R为重力加速度, Rb
e =(Re

b)
−1=(Re

b)
T, e3 =

[0 0 1]T.

假假假设设设 2 机体系原点Ob到油箱质心的位矢rsv ∈
R3未知有界, ∥rsv∥ 6 ϵ1.

假假假设设设 3 油箱部分变化质量mvar ∈ R未知有界,
∥mvar∥ 6 ϵ2,转动惯量Ivar ∈ R3×3未知可导并且同

时有界, ∥Ivar∥ 6 ϵ3, ∥İvar∥ 6 ϵ4.

机体角动量为

H = Iω, (8)

根据角动量定理

τ = Ḣ + ω ×H, (9)

将式(8)代入式(9)得

Isω̇=−ω × Isω + τu + rsv × F b
oil − İvarω −

ω × Ivarω − Ivarω̇. (10)

令

τext = rsv × F b
oil − İvarω − ω × Ivarω − Ivarω̇,

(11)

则

ω̇ = I−1
s (−ω × Isω) + I−1

s τu + I−1
s τext. (12)

令I−1
s τu , ua为虚拟输入量, I−1

s τext , ∆fa视

为系统不确定性及扰动,得到

ω̇ = I−1
s (−ω × Isω) + ua +∆fa. (13)

2.2.2 平平平移移移运运运动动动

假假假设设设 4 变质量部分质心位矢 rsv ∈ R3在机体

系下存在相对导数vr ∈ R3,即相对速度,并且vr有

界, ∥vr∥ = ∥ d̃rsv

dt
∥ 6 ϵ5.

假假假设设设 5 变质量部分质心相对速度vr ∈ R3在机

体系下存在相对导数
d̃vr

dt
∈ R3,即相对加速度,记

d̃vr

dt
, ˙̃vr,并且 ˙̃vr有界, ∥ ˙̃vr∥ 6 ϵ6.

将平台分为两部分考虑,根据质点牵连运动相关
理论得到位置方程

a = p̈,

vr =
d̃rsv

dt
,

avar =
d̃vr

dt
+ ω̇ × rsv + ω × (ω × rsv)+

2ω × vr + a,

(14)

式中: p ∈ R3为机体系原点位矢; a ∈ R3为机体系原

点加速度; vr ∈ R3为变质量部分质心在机体系下的

相对速度,由相对导数
d̃

dt
计算得到; avar ∈ R3为变质

量部分质心加速度.

在利用牛顿第二定律求解动力学方程时,将矢量
a,avar在机体系中进行表示. 令p为惯性系下的表示,
vr,ω, rsv均表示在机体系下,得到

a = Rb
e p̈,

avar= ˙̃vr+ ω̇ × rsv+ ω×(ω × rsv)+

2ω × vr+a.

(15)

由牛顿第二定律得到

msa+mvaravar = mgRb
ee3 + f , (16)

式中f ∈ R3为发动机推力在机体系中的表示,将式
(15)代入式(16)得

p̈=ge3 +
1

ms

Re
bf − mvar

ms

{Re
b[ ˙̃vr + ω̇ × rsv +

ω × (ω × rsv) + 2ω × vr] + p̈− ge3}. (17)

令up =
1

ms

Re
bf , [upx upy upz]

T为虚拟控制

量. 令fext ∈ R3为系统位置环不确定项及扰动,表达
式为

fext =−mvar{Re
b[ ˙̃vr+ω̇×rsv+ω×(ω×rsv)+

2ω × vr] + p̈− ge3}. (18)

令∆fp =
1

ms

fext,则位置环方程可写为

p̈ = ge3 + up +∆fp. (19)

2.2.3 执执执行行行器器器控控控制制制分分分配配配

式(5)(13)(19)给出了变质量条件下的系统六自由
度模型,但是其中由执行器给定的up,ua,亦即是
f , τu需要进一步求解.
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两个发动机的推力记为Fi ∈ R3(i = 1, 2),为喷
管系下的表示:

Fi = [0 0 − Fti]
T, (20)

式中Fti ∈ R为发动机推力大小,则

f =
2∑
i=1

Rb
tiFi. (21)

令Ti = Rb
tiFi,则将式Rb

ti = (Rti
b )

−1 = (Rti
b )

T

代入可得

Fti

 − sin δiy
cos δiy sin δix

− cos δiy cos δix

 ,

TixTiy
Tiz

 . (22)

记发动机产生推力作用点在机体系下的位矢r1 =

[a1 a2 a3]
T, r2 = [b1 b2 b3]

T,显然有 a1 = b1 = 0,
a2 = −b2, a3 = b3,则发动机推力在机体轴产生的力
矩为

τu =
2∑
i=1

Γi + [0 0 Γt]
T, (23)

式中: Γi = ri × Ti为左右两个涡喷发动机各自推力

产生的力矩; Γt ∈ R为两发动机产生的反扭矩,很小,
可以归为扰动τext.

本文设计的由两台涡喷发动机构成的矢量推力系

统的控制输入部分有两台发动机的油门、4个舵机的
偏转角,共计6组. 这能够衍生出许多种控制方式,本
文对6组控制输入做如下约束: 两台发动机施加相同
的油门,也就是两台发动机的推力大小始终相等,即
Ft1 = Ft2 = Ft; 2, 4号舵机偏转角度始终相同,即
δ1x = δ2x = δx. 记此时的控制输入为u = [Ft δx δ1y

δ2y]
T. 令

τv ,

−(T1y + T2y)a3
(T1x + T2x)a3
−(T1x − T2x)a2

 , (24)

τz ,

(T1z − T2z)a2
0

Γt

 , (25)

则 f = Tze3 −
1

a3
e3 × τv,

τu = τv + τz,
(26)

式中Tz = T1z + T2z. 将式(26)代入up中得到

up =
1

ms

Re
bf =

Tz

ms

Re
be3 −

1

msa3
Re

b(e3 × τv).

(27)

对于式(27),有

e3 × τv = [−(T1x+T2x)a3 − (T1y+T2y)a3 0]T.

(28)

考虑到∥Rb
e∥ = 1,可以得到如下不等式:

∥ 1

msa3
Re

b(e3 × τv)∥ =

1

msa3
∥Re

b∥∥e3 × τv∥ =

1

msa3
∥e3 × τv∥ =

1

ms

√
(T1x + T2x)2 + (T1y + T2y)2 6

1

ms

[|T1x + T2x|+ |T1y + T2y|] 6

1

ms

[(|T1x|+ |T1y|) + (|T2x|+ |T2y|)]. (29)

由于矢量喷管的偏转角δix, δiy, i = 1, 2不会超

过
π

2
,从式(22)可以知道Tiz = −Fti cos δiy cos δix <

0,则下式成立:

∥ Tz

ms

Re
be3∥ =

|Tz|
ms

=
|T1z|+ |T2z|

ms

. (30)

因为矢量喷管的偏转是小角度,涡喷发动机产

生纵向推力会远大于横向推力,即有|T1z| ≫ |T1x|+
|T1y|, |T2z|≫|T2x|+|T2y|. 结合式(29)–(30),可以发现

∥ Tz

ms

Re
be3∥ ≫ ∥ 1

msa3
Re

b(e3 × τv)∥. (31)

因此,
1

msa3
Re

b(e3 × τv)可视为系统的扰动.

同时,由于发动机产生的纵向力会远大于横向力,

这就有|T1z|≈∥T1∥, |T2z|≈∥T2∥,而两台发动机施加

相同油门,则有|T1z|−|T2z|≈0,因此τz相对于τv是一

个小项,可以视为扰动.因此,式(26)可以化简如下:{
f = Tze3,

τu = τv.
(32)

下面由Tz, τv求解u = [Ft δx δ1y δ2y]
T.

首先,根据式(24)得到

T1x = [0
1

2a3
− 1

2a2
]τv,

T2x = [0
1

2a3

1

2a2
]τv,

T1y + T2y = [− 1

a3
0 0]τv,

(33)

结合式(22),有
Ft sin δ1y = −T1x,

Ft sin δ2y = −T2x,

Ft(cos δ1y + cos δ2y) sin δx = T1y + T2y,

Ft(cos δ1y + cos δ2y) cos δx = −Tz.

(34)

求解此非线性方程组
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δx = − arctan(
T1y + T2y

Tz

),

Ft = −cos δx
2Tz

[(T1x − T2x)
2 +

T 2
z

cos2 δx
]
1
2×

[(T1x + T2x)
2 +

T 2
z

cos2 δx
]
1
2 ,

δ1y = − arcsin(
T1x

Ft

),

δ2y = − arcsin(
T2x

Ft

).

(35)

至此,便可以根据控制器求解出的力与力矩解算
出施加于实际执行器的指令. 这也证明了所设计矢量
推力系统的可行性.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

在这一部分,将设计一种内外环的串级控制器,以
实现DJUAV的轨迹跟踪. 首先,内环设计一种反步滑
模控制器确保对参考姿态角的跟踪. 其次,外环,也就
是位置子系统同样使用一种滑模控制器,以实现对参
考轨迹的跟踪. 期望的滚转角ϕd与俯仰角θd由位置环

生成. 系统整体的控制框图如图3所示.

d

d d
d

d

e

d

e

u

图 3 控制系统框图

Fig. 3 The diagram of control system

3.1 姿姿姿态态态环环环控控控制制制器器器设设设计计计

首先确定视为姿态环扰动部分∆fa的界. 重写式
(11)如下:

∆fa = I−1
s τext =

I−1
s (rsv × F b

oil − İvarω − ω × Ivarω −
Ivarω̇). (36)

根据式(36),得到不等式

∥∆fa∥6 ∥I−1
s ∥(∥rsv × F b

oil∥+ ∥İvarω∥+
∥ω × Ivarω∥+ ∥Ivarω̇∥), (37)

式中Is为固定值,考虑到∥Rb
ee3∥ = 1,有以下关系:

∥rsv×F b
oil∥ = ∥rsv × (mvargR

b
ee3)∥ 6

g∥rsv∥∥mvar∥∥Rb
ee3∥ =

g∥rsv∥∥mvar∥ 6 ϵ1ϵ2g, (38)

∥İvarω∥ 6 ∥İvar∥∥ω∥ 6 ϵ4∥ω∥, (39)

∥ω × Ivarω∥ 6 ∥Ivar∥∥ω∥2 6 ϵ3∥ω∥2, (40)

∥Ivarω̇∥ 6 ∥Ivar∥∥ω̇∥ 6 ϵ3∥ω̇∥. (41)

从而得到不等式:

∥∆fa∥ 6
∥I−1

s ∥(ϵ1ϵ2g + ϵ4∥ω∥+ ϵ3∥ω∥2 + ϵ3∥ω̇∥). (42)

记∥I−1
s ∥[ϵ1ϵ2g ϵ4 ϵ3 ϵ3]

T , [κ1 κ2 κ3 κ4]
T =Ka,

[1 ∥ω∥ ∥ω∥2 ∥ω̇∥]T , Ξa,则

∥∆fa∥ 6 KT
a Ξa. (43)

向量Ξa为系统状态变量的函数,因此可以通过测量得
到. 经过前面的讨论,向量Ka为常值,但是未知,可以
通过设计自适应律得到其估计值.

注注注 2 虽然在不等式中∥ω∥2项与∥ω̇∥项的系数均为ϵ3,

但在自适应律中仍有可能收敛到不同的值,因此在Ka将其设

为不同的两项.在后续的仿真中也能得到验证.

记Wη = I−1
η ,姿态角误差与姿态角速率误差为{

ηe = ηd − η,

ωe = ωd − ω = Wηd
η̇d − ω,

(44)

式中Wηd
= Wη(ηd),对式(44)求导,得到

η̇e = η̇d − η̇ = η̇d −W−1
η ωd +W−1

η ωe,

ω̇e = ω̇d − ω̇ =

ω̇d − I−1
s (−ω × Isω)− ua −∆fa,

(45)

式中: ω̇d = Ẇηd η̇d +Wηd η̈d, Ẇηd = Ẇη(ηd).

使用反步法设计控制器,对于方程(45),将ωe视为

虚拟控制输入,取Lyapunov函数为V1,即

V1 =
1

2
ηT
e ηe. (46)

对式(46)求导

V̇1 = ηT
e η̇e =

ηT
e (η̇d −W−1

η ωd +W−1
η ωe). (47)

记ϖd = ωd −Wη(η̇d +Ληe),其中Λ正定.

当ωe = ϖd时,代入式(47),得到

V̇1 = −ηT
e Ληe 6 0.

取ϖe = ϖd − ωe,代入式(45)得
η̇e = −Ληe −W−1

η ϖe,

ϖ̇e = ϖ̇d − ω̇d + I−1
s (−ω × Isω)+

ua +∆fa,

(48)

式中ϖ̇d = ω̇d − Ẇη(η̇d +Ληe)−Wη(η̈d +Λη̇e).

取Lyapunov函数V2,即

V2 = V1 +
1

2
ϖT

e ϖe. (49)
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对V2求导,得到

V̇2 = ηT
e η̇e +ϖT

e ϖ̇e =

−ηT
e Ληe − ηT

e W
−1
η ϖe +ϖT

e ϖ̇e =

−ηT
e Ληe −ϖT

e [(W
−1
η )Tηe − ϖ̇e]. (50)

考虑式(48),设计如下控制器:

ua = (W−1
η )Tηe − ϖ̇d + ω̇d − I−1

s (−ω × Isω)−

λ1ϖe − K̂T
a Ξa Sgnϖe, (51)

式中: Sgnϖe = [sgnωϕd
sgnωθd sgnωψd

]T, λ1为

正数, K̂a为Ka的估计,按如下自适应律更新:

˙̂
Ka =

{
0, ∥ϖe∥ = 0,

∥ϖe∥ΓaΞa, ∥ϖe∥ > 0,
(52)

式中Γa = diag{[γ1 γ2 γ3 γ4]}正定.

定定定理理理 1 对于包含时变质量所导致系统不确定

项的姿态方程 (5)(13),所设计控制器 (51)、自适应律

(52)能够保证姿态环稳定,并且姿态误差渐近收敛至

0.

证 令Kae = Ka − K̂a,由 于Ka为 常 值,则

K̇ae = − ˙̂
Ka.

取Lyapunov函数Va,即

Va = V2 +
1

2
KT

aeΓ
−1
a Kae. (53)

考虑到对任意的向量v,均有∥v∥1 > ∥v∥2 , ∥v∥.

对式(53)求导,得到

V̇a =−ηT
e Ληe −ϖT

e [λ1ϖe + K̂T
a Ξa Sgnϖe −

∆fa]−KT
aeΓ

−1
a

˙̂
Ka 6

−ηT
e Ληe − λ1∥ϖe∥2 − K̂T

a Ξa∥ϖe∥1 +

KT
a Ξa∥ϖe∥ −KT

aeΓ
−1
a

˙̂
Ka 6

−ηT
e Ληe − λ1∥ϖe∥2 − K̂T

a Ξa∥ϖe∥+

KT
a Ξa∥ϖe∥ −KT

aeΓ
−1
a

˙̂
Ka =

−ηT
e Ληe − λ1∥ϖe∥2 +KT

aeΞa∥ϖe∥ −

KT
aeΓ

−1
a

˙̂
Ka =

−ηT
e Ληe − λ1∥ϖe∥2. (54)

从中可以看到,当V̇a≡ 0时, ηe≡ 0, ϖe≡ 0. 根据

LaSalle不变性原理,闭环系统渐近稳定,当 t→ ∞
时, ηe → 0,ϖe → 0. 证毕.

3.2 位位位置置置环环环控控控制制制器器器设设设计计计

同姿态环控制器设计一样,首先需要确定扰动部

分∆fp的界. 由于姿态环部分的缩放过于宽松,如果

按照相同的方式进行缩放,会得到

∥∆fp∥=m−1
s ∥fext∥ 6

mvar

ms

[∥ ˙̃vr∥+ ∥ω̇∥∥rsv∥+ ∥ω∥2∥rsv∥+

2∥ω∥∥vr∥+ ∥p̈∥+ g]. (55)

但这会造成一个问题, ge3项只在向量的第3分量上有
值 g,并且很大,如果按照上式进行缩放,会对向量
∆fp的前两个分量造成较大影响.

定定定义义义 1 对于任意向量v = [v1 v2 v3]
T,定义

v|v| = [|v1| |v2| |v3|]T. 对于va = [va1 va2 va3]
T,

vb=[vb1 vb2 vb3]
T,规定v|va|6 v|vb|等价于|va1| 6

|vb1|, |va2| 6 |vb2|, |va3| 6 |vb3|.

根据定义1,可以得到
v|∆fp| = m−1

s
v|fext| 6

mvar

ms

(
∥ ˙̃vr∥z111 + ∥ω̇∥∥rsv∥z111 + ∥ω∥2 ×

∥rsv∥z111 + 2∥ω∥∥vr∥z111 +
v|p̈|+ ge3

)
6

m−1
s (ϵ2ϵ6z111 + ϵ1ϵ2∥ω̇∥z111 + ϵ1ϵ2∥ω∥2z111 +

2ϵ2ϵ5∥ω∥z111 + ϵ2
v|p̈|+ ϵ2ge3) =

m−1
s [e3 z111 ∥ω∥z111 ∥ω∥2z111 ∥ω̇∥z111

v|p̈|]×
[ϵ2g ϵ2ϵ6 2ϵ2ϵ5 ϵ1ϵ2 ϵ1ϵ2 ϵ2]

T, (56)

式中z111 = [1 1 1]T.

记[e3 z111 ∥ω∥z111 ∥ω∥2z111 ∥ω̇∥z111
v|p̈|] ,

Ξp.

注注注 3 同样,虽然这里的∥ω∥2z111与∥ω̇∥z111有相同
的系数,但在自适应律中仍有可能收敛到不同的值,将其在

Kp记为不同的两项.

记m−1
s [ϵ2g ϵ2ϵ6 2ϵ2ϵ5 ϵ1ϵ2 ϵ1ϵ2 ϵ2]

T , [κ5 κ6

κ7 κ8 κ9 κ10]
T = Kp.

根据式(56)得到
v|∆fp| 6 ΞpKp. (57)

记pe = pd−p, s = ṗe+Ψpe, Ψ = diag{ψ1, ψ2,

ψ3}正定,则

ṡ= p̈e + Ψ ṗe =

p̈d −∆fp − ge3 + Ψ ṗe − up. (58)

取Lyapunov函数V3,即

V3 =
1

2
sTs. (59)

对V3求导,得到

V̇3 = sTṡ =

sT(p̈d −∆fp − ge3 + Ψ ṗe − up). (60)

设计如下控制律:

up = p̈d − ge3 + Ψ ṗe + λ2s+

diag{Sgn s}ΞpK̂p, (61)
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式中: λ2为正数, K̂p为Kp的估计,按如下自适应律更
新:

˙̂
Kp =

{
0, ∥s∥ = 0,

ΓpΞ
T
p

v|s|, ∥s∥ > 0,
(62)

式中Γp = diag{[γ5 γ6 γ7 γ8 γ9 γ10]}正定.

定定定理理理 2 对于包含时变质量所导致系统不确定

项的位置方程 (19),所设计控制器 (61)、自适应律(62)
能够保证位置环稳定,并且位置误差渐近收敛至0.

证 令Kpe = Kp − K̂p,满足K̇pe = − ˙̂
Kp.

取Lyapunov函数为Vp,即

Vp = V3 +
1

2
KT

peΓ
−1
p Kpe. (63)

对式(63)求导,得到

V̇p = sT[−∆fp − λ2s− diag{Sgn s}ΞpK̂p]−

KT
peΓ

−1
p

˙̂
Kp =

−λ2∥s∥2 − sT∆fp − v|s|TΞpK̂p −

KT
peΓ

−1
p

˙̂
Kp 6

−λ2∥s∥2 + v|s|TΞpKp − v|s|TΞpK̂p −

KT
peΓ

−1
p

˙̂
Kp =

−λ2∥s∥2 + v|s|TΞpKpe −KT
peΓ

−1
p

˙̂
Kp =

−λ2∥s∥2. (64)

可以看出,当V̇p ≡ 0时, s ≡ 0. 根据LaSalle不变
性原理,闭环系统渐近稳定,当t→ ∞时, s → 0.

证毕.

姿态环需要的期望滚转角ϕd与俯仰角θd需要由位

置环提供,按照下式求解:
θd = arctan(

upx cosψ + upy sinψ

upz

),

ϕd = arctan(
upx sinψ − upy cosψ

upz

cos θd).

(65)

4 仿仿仿真真真实实实验验验

在这一部分,将使用数值仿真来验证所建立模型
以及所设计控制算法的有效性. 根据假设1,为了得到
燃油体积与质量的关系,需要知道燃油的密度ρ,从而
得到lz =

mvar

ρlxly
. 油箱部分质量随时间的变化规律定

义为ṁvar = −kf
√
∥f∥, kf为油耗因子,记油箱的初

始质量为mvar0. 模型的具体参数见表1.

仿真探究针对时变质量模型(式(5)(13)(19)),所设
计控制器(式(51)(61))的轨迹跟踪表现. 所有状态变量
的初始值设为0,即p= ṗ=η=ω=0. 期望的轨迹为
pd = [cos(0.5t) sin(0.5t) − 1−0.5t]T,期望的偏航
角ψd = 0. 控制器参数见表2. 为了避免滑模控制带来
的抖振现象,使用 tanh

∗
β
代替切换函数sgn(∗).

表 1 模型参数
Table 1 Model parameters

参数 值

ms 10.5 kg

mvar0 1.2 kg

g 9.81 m/s2

Is diag{0.330, 0.157, 0.213} kg ·m2

a2, a3 −0.11 m, 0.2 m

lx, ly, lz0 0.1 m, 0.18 m, 0.08 m

∥rsv0∥ 0.27 m

ρ 0.85× 103 kg/m3

kf 17.6× 10−4

表 2 控制器参数
Table 2 Controller parameters

参数 值

Λ diag{10, 10, 10}
λ1, λ2 1, 1

Γa diag{5, 4, 2, 0.5}
Ψ diag{1, 1, 1}
Γp diag{0.5, 0.1, 0.05, 0.01, 0.01, 0.05}
β 0.1

为了验证所设计控制器的性能,仿真设置4组对照
实验: 经典PID控制、滑模控制 (sliding mode control,
SMC),以及文献[27–28]针对变质量无人机分别提出
的分数阶滑模控制 (fractional order SMC, FOSMC)、
非奇异快速终端滑模控制 (non-singular fast terminal
SMC, NFTSMC).其中后面两组涉及到自适应控制与
质量估计,仿真时将其简写为FOSMC-ad, NFTSMC-
mE.

图4给出了本文所设计控制器在仿真中变质量部
分的质量以及转动惯量随时间变化曲线.正是这种时
变的质量与转动惯量带来的模型不确定性导致了后

续仿真中几组对照组效果不甚理想.
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Fig. 4 Mass and moment of inertia curves of variable
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图5给出了5种控制器的姿态跟踪与误差曲线.可
以看到,即使是PID这类无模型控制器,也不能达到预
期的跟踪表现,同时会存在稳态误差. 稳态误差的出
现并不是控制器缺少积分环节导致,而是由于时变质
量带来的不确定性. 而普通的滑模控制器已无法应对
这种模型不确定性,跟踪曲线初始阶段出现较大幅度
的震荡,同时存在较大的稳态误差. FOSMC-ad与NF-
TSMC-mE在设计控制器时虽然有考虑到时变质量的
作用,但由于对质心位置、转动惯量做了不变假设,其
控制效果稍好于PID与SMC,仍存在跟踪曲线初始阶
段震荡、稳态偏差的情况. 而本文所提出控制方法综
合考虑了质量、质心位置与转动惯量的变化,在姿态
跟踪中的表现优异,在不到0.5 s的时间便已实现姿态

的跟踪效果,稳态误差在0.01 rad以下. 姿态跟踪响应
速度、稳态精度方面都有显著提升.
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Fig. 5 Attitude tracking errors

5种控制器的位置跟踪与误差曲线如图6所示. 同
姿态控制一样, PID与SMC在位置跟踪的速度与稳态
精度上均不尽如人意. 由于5种控制器均采用串级控

制的结构, FOSMC-ad与NFTSMC-mE在姿态跟踪环
节存在的偏差到位置环这里进一步放大,位置跟踪效
果不甚理想.而本文所提出控制方法在实现稳定跟踪
期望姿态的基础上,在5 s左右便实现轨迹跟踪,并且
稳态误差控制在0.02 m以下.
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Fig. 6 Position tracking errors

图7与图8分别为控制器计算得到的力、力矩与实
际的执行器输入曲线.在仿真的初始阶段,相较于其
他4组对照仿真,所设计控制器的控制输入整体上会
小些. 从涡喷发动机的实际推力曲线Ft来看,本文所
提出控制分配方法,对涡喷发动机的响应速度无过高
要求. 几种有模型控制算法对舵机的响应速度要求相
较于PID会高一些.
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Fig. 7 Control input curves
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Fig. 8 Actuator output curves

图9为所设计控制器姿态环与位置环的自适应律
更新曲线.可以看到姿态环关于时变质量所造成系统
不确定性部分的因子估计收敛是十分迅速的,这也使
得外环的轨迹跟踪有了可能.同时,也可以看到位置
环自适应律中的κ5相较于κ6, κ7, κ8, κ9, κ10会收敛到

一个较大值,这也呼应了前文指出的位置环缩放要比
姿态环更加严格.
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Fig. 9 The adaptive law

图10给出了所设计控制器与其他4种控制器在三
维空间中的轨迹跟踪对比曲线.正如前面具体数据分
析的那样,本文所提出控制器的轨迹跟踪表现要明显
优于其他4种控制器.
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Fig. 10 3D trajectory tracking

5 结结结论论论

文章研究了一类时变质量双涡喷发动机构型无人

机的建模与轨迹跟踪控制问题.提出一种自适应滑模
控制器实现对目标轨迹的跟踪. 面对时变质量所带来
的模型不确定性,闭环系统跟踪误差渐近收敛于零.
仿真结果证明了所设计控制器对目标轨迹的高效跟

踪效果,并且设置了4组对照实验,轨迹跟踪效果有着
明显的提升. 本文采用的自适应滑模控制算法,与传
统的PID控制算法相比计算量有所增加,但其对时变
质量引起的各种不确定性具有较强的鲁棒性,随着无
人机载计算机算力的提升,本文所提出的控制算法具
有一定的工程应用价值.后面的工作可以着手所设计
控制器的实物验证.
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