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分分分段段段复复复合合合幂幂幂次次次趋趋趋近近近律律律的的的滑滑滑模模模控控控制制制
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摘要:针对传统幂次趋近律作用下的滑模控制中存在的收敛速度缓慢和抖振现象,本文在自适应趋近律和幂次
趋近律的基础上,选择分段函数的形式,提出一种分段复合幂次趋近律.通过引入随系统状态变化的平滑函数以及
对传统幂次趋近律的改进,保证系统在各个阶段都具有较快的趋近速率;同时,本文证明所提出的分段复合幂次趋
近律能够快速收敛且到达滑模面时无抖振现象,并在系统存在外界干扰时能够收敛于稳态误差界;最后,通过对比
仿真证明所提趋近律的有效性和优越性.
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Abstract: For addressing slow convergence rate and chattering phenomenon in the traditional power convergence law for
sliding mode control, this paper proposes a piecewise compound power reaching law by selecting the form of segmented
function on the basis of the adaptive convergence law and the power convergence law. By introducing the smoothing
function with the state change of the system and improving the traditional power convergence law, the system is guaranteed
to have a fast convergence rate at all stages. Meanwhile, it is proved that the proposed piecewise compound power reaching
law can converge quickly without chattering phenomenon when arriving at the sliding mode surface, and the system can
converge to the steady-state error boundary when there are external disturbances in the system. At last, the effectiveness
and merit of the presented convergence law is verified by comparative simulation with the existing results.
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1 引引引言言言

滑模控制作为一类特殊的非线性控制,能够依靠

系统当前的状态在动态过程中进行有目的性的改变,

使其按预期的状态轨迹运动[1]. 由于其算法实现简单,

系统响应速度快,并且对扰动等不确定性具有较强的

鲁棒性而备受关注[2]. 同时在现实生活中也得到了广

泛的应用和发展,如机器人控制[3]、电机与电力系统

控制[4]、航空航天控制[5]、卫星姿态控制[6]等. 但是,

由于非连续的开关特性的存在,传统的滑模控制会导

致比较严重的抖振问题.抖振现象的出现会激发系统

的未建模动态同时造成能量的浪费[7],从而造成系统

的控制性能受到严重影响[8]. 因此,减弱甚至消除抖

振现象一直是学者们的研究热点之一.

为了处理抖振现象,国内外学者提出了高阶滑模

方法[9]、非奇异终端滑模方法[10]、动态滑模方法[11]以

及基于趋近律的控制方法等. 我国学者高为炳[12]提出

了经典的趋近律方法,其中包括等速趋近律、幂次趋

近律、指数趋近律和一般趋近律.经典趋近律的提出

改善了系统收敛过程的动态特性,为后续的研究奠定

了基础. 由于单独的趋近律很难同时达到快速收敛和

消除抖振的目的,因此,通过对不同趋近律进行结合

设计复合趋近律逐渐成为了很多学者的研究热点. 文
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献[13]中,作者将幂次趋近律和指数趋近律的优点相
结合,提出了快速幂次趋近律.同时解决了指数趋近
律作用下系统到达滑模面时出现的抖振现象以及幂

次趋近律作用下系统距滑模面较远时趋近速率较小

的缺点. 张合新等[14]通过假定不同的幂次项参数提出

了双幂次趋近律,使系统收敛过程分为两个阶段,并
且两个阶段都有较大的收敛速率. Pan等[15]通过结合

等速趋近律与双幂次趋近律,保证了系统的全局快速
收敛性. 然而,由于等速趋近律的不连续性,滑模面上
的抖振现象依旧存在. 文献[16]设计了积分型滑模面,
同时在多幂次趋近律的基础上,提出了连续滑模趋近
律,避免了传统滑模控制中所出现的抖振现象.杨新
岩等[17]利用分段函数的形式针对系统的不同趋近过

程设计了分段幂次趋近律,使得系统在各个阶段都有
较快的收敛速度,并且解决了系统在到达滑模面后的
抖振问题.但是其可调参数较多,对控制器的运算能
力要求较高. 文献[18]中,作者针对不确定离散系统
设计了分数阶趋近律,同时,在该趋近律中加入了高
阶扰动补偿器,能够对扰动进行评估和补偿.文献
[19]中,作者在快速幂次趋近律的基础上,在幂次项系
数中增加了系统状态信息,提出了一种新型趋近律,
在保证幂次项特点的前提下加快了系统动态响应的

收敛速度.

通过分析上述趋近律在距滑模面较远时收敛速度

较快的特点,同时结合系统收敛到滑模面消弱或消除
抖振的原理,本文设计了一种分段复合幂次趋近律.
该趋近律能够对系统的收敛速率进行分段针对性的

调节,并且在保留以往幂次项的同时引入和状态变量
相关的自适应趋近律[20]. 实现系统在有限时间内快速
收敛,并且在运动至滑模面后没有抖振现象.最后,通
过模拟仿真对所提趋近律的有效性和优越性进行了

验证.

2 预预预备备备知知知识识识

考虑如下受到未知扰动的系统模型:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Dw(t), (1)

其中: x(t)是系统的状态变量; A, B, D表示系统矩阵;
u(t)为系统的控制输入; w(t)为系统受到的外界扰动.
考虑线性滑模面函数 s(t) = Cx(t),为了便于证明以
及保证方法的可行性有必要给出一些引理、假设.

假假假设设设 1 [21] ∂s

∂x
B是非奇异的, w′ =

∂s

∂x
w(t)且

满足有界性条件|w′| 6 λ, λ是大于0的常数.

引引引理理理 1 [22] 假设系统状态x ∈ D ⊂ Rn, ẋ =

f(x), f ∈ Rn, D是平衡点附近的邻域.假定存在连续
函数V满足以下条件: 1) V >0; 2) V̇除平衡点外是负
定的; 3)存在邻域N ⊂ D,实数ε>0, θ>0,使得V̇ +

εV θ 60成立. 则系统可以在有限时间内收敛至平衡

点.

3 分分分段段段复复复合合合幂幂幂次次次趋趋趋近近近律律律的的的分分分析析析

3.1 趋趋趋近近近律律律的的的设设设计计计

本文设计的分段复合幂次趋近律的表达式为

ṡ = −k1|s|αsgn s− k2
|x|

1 + |x|
f(s), (2)

其中: k1 > 0, k2 > 0, α > 1,

f(s) =

{
s+ δβ−1s, |s| > δ,

s+ |s|βsgn s, |s| < δ,
(3)

0 < β < 1, 0 < δ < 1.

所提出的趋近律以 |s| = δ作为收敛过程的分界

点,将|s| > δ和|s| < δ作为系统趋近过程中的两个不

同阶段. 同时结合幂函数的特点,使系统在不同的阶

段都具有较大的收敛速度且互不影响.其中−k2×
|x|

1 + |x|
f(s)为随着系统状态变量x变化的自适应趋近

律.

注注注 1 当系统距滑模面较远时,即|s| ≫ 1. 当k1越大

时,趋近速度变快,但抖振也随之变大; α越小,抖振变小,但

趋近速度却变慢. 当系统靠近滑模面时又分为δ 6 |s| < 1和

0 6 |s| < δ. 自适应趋近律随着状态变量x减小而减小,直至

系统收敛到平衡点. 并且当δ越小时趋近速度越快,当δ过小

时则会产生较明显的抖振现象. β越小时,系统在靠近平衡点

时拥有较快的收敛速度.本质上看趋近律是连续的,当系统到

达滑模面时,能够实现平滑过渡,避免了抖振问题的存在.

注注注 2 在自适应趋近律中引入和状态变量相关的softs-

ign函数,相比于文献[22]中的arctan函数,拥有更平坦的曲线

与更慢的下降导数,使得所提趋近律保证系统能够在有限时

间内快速收敛,并且在到达滑模面后没有抖振现象.

3.2 趋趋趋近近近律律律的的的分分分析析析

3.2.1 存存存在在在性性性和和和可可可达达达性性性分分分析析析

由趋近律 (2)可得sṡ = −k1|s|α+1 − k2
|x|

1 + |x|
s·

f(s) 6 0.只有在s = 0时, sṡ = 0成立. 由滑模趋近

律的存在性及可达性[21],当sṡ 6 0成立,则说明趋近

律的存在性和可达性的条件能够被满足. 因此,滑模

变量s可在分段复合幂次趋近律作用下收敛至平衡点

s = 0.

3.2.2 连连连续续续性性性和和和抖抖抖振振振现现现象象象分分分析析析

对于所提出的分段复合幂次趋近律,当滑模变量

s → 0+和s → 0−时,式 (2)都有s = ṡ = 0,表明了所

提趋近律是连续的,系统趋近稳态时并没有抖振现象

的出现. 因此,所提趋近律在s = ṡ = 0时是连续的且

不存在抖振现象.
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4 主主主要要要结结结果果果

4.1 趋趋趋近近近律律律的的的收收收敛敛敛速速速度度度

定定定理理理 1 假设滑模变量s的初始值s(0)=s0,采

用趋近律 (2)的系统, s到达滑模面的时间一定小于

[T1 + T2 + T3].

T1 =
1− s0

(1−α)

k1(α− 1)
, (4)

T2 =
1

m′
1(α− 1)

ln[
M1

M1 + k1
(δ1−α +

k1
m′

1

)],

(5)

T3 =
1

(β − 1)m′ ln[
1

1 + δ1−β
], (6)

其中: m′
1 = m′(1+δβ−1), m′ = k2

|x|min

1 + |x|min

;M1 =

M(1+δβ−1),M =k2
|x|max

1 + |x|max

;m1=m(1+ δβ−1),

m = k2
|x|

1 + |x|
.

证 假设初始位置s0 > 1,即初始位置距离滑模

面较远. 系统的到达过程分为 3个阶段: 第 1个阶段

为滑模变量由s0 → 1,所需时间为 t1;第 2个阶段为

1 → δ,所需时间为t2;第3个阶段为δ → 0,所需时间

为t3.

1)滑模变量由初始位置s = s0趋于s = 1. 此阶段

−k1|s|αsgn s ≫ −mf(s),前者对滑动过程起主要作

用,忽略后者的影响.因此，ṡ = −k1|s|αsgn s. 即
ds

dt
= −k1s

α,对其两边进行积分
w 1

s0
s−αds =

w T1

0
−k1dt, (7)

得到收敛时间t1 < T1 =
1− s0

1−α

k1(α− 1)
.

2)滑模变量由s=1趋近于s=δ. 假设系统状态变

量x位于(|x|min, |x|max),通过求解ṡ=−k1s
α−m1s,

能够得到

s1−α = C1e
(α−1)m1T2 − k1

m1

. (8)

令t = 0, s = 1 , C1 = 1+
k1
m1

.当s = δ时, t2 < T2 =

1

m′
1(α− 1)

ln[
M1

M1 + k1
(δ1−α +

k1
m′

1

)].

3)滑模变量由s = δ趋近于s = 0. 假设系统状态

变量x位于(|x|min, |x|max),此阶段−k1|s|αsgn s ≪
−mf(s). 后者起主要作用,忽略前者的影响.即 ṡ =

−m(s+ sβ). 通过求解微分方程,得到

s1−β = C2e
(β−1)mT3 − 1, (9)

令t = 0, s = δ,则C2 = 1+ δ1−β . 当s = 0时,从而求

得t3 < T3 =
1

(β − 1)m′ ln
1

1 + δ1−β
.

通过以上分析可知,系统到达滑模面的时间一定
小于[T1 + T2 + T3]. 证毕.

注注注 3 以上证明过程是基于s > 0展开,当s < 0时,证

明过程与上述相似,所得结论也相同,本文不再给出.

4.2 稳稳稳态态态误误误差差差分分分析析析

根据以上的分析,所提出的分段复合幂次趋近律
能够在有限时间内使系统快速收敛至平衡点. 但是,
当系统出现不确定有界干扰时,所提方法只能使系统
在有限时间内运动到平衡点的邻域内,这个邻域被称
为稳态误差界[1]. 当系统受到外界干扰时滑模变量的
导数ṡ1为

ṡ1 =
∂s

∂x

∂x

∂t
=

∂s

∂x
(Ax+Bu+ w(t)). (10)

根据假设1,系统的输入u(t)可设计为

u= (
∂s1
∂x

B)−1(ṡ1 −
∂s

∂x
Ax− w′) =

(
∂s1
∂x

B)−1(− ∂s

∂x
Ax+ ṡ), (11)

其中: ṡ=−k1|s|αsgn s−k2
|x|

1 + |x|
f(s). 由此可以得

到滑模变量的导数ṡ1,即

ṡ1 = ṡ+ w′ =

−k1|s|αsgn s− k2
|x|

1 + |x|
f(s) + w′. (12)

定定定理理理 2 针对存在不确定干扰的系统,

ṡ1 =


−k1|s|αsgn s−
m(s+ δβ−1s) + w′, |s| > δ,

−k1|s|αsgn s−
m(s+ |s|βsgn s) + w′, |s| < δ,

(13)

若满足|w′| 6 λ, 0 < λ < k1δ
α,则s1将从初始值s0滑

动到界

|s1| 6 min{δ, λ
k2

, (
λ

k2
)

1
β }. (14)

证 选取Lyapunov函数Vw =
1

2
s2.

当|s| > δ时,

V̇w =−m1s
2 − |s|(k1sα − w′) 6

−m1s
2 − |s|(k1sα − λ), (15)

其中m1 = k2
|x|

1 + |x|
(1 + δβ−1) > 0. 根据引理 1,当

|s| > δ时, 0 < λ < k1δ
α, V̇是负定的. 此时系统可收

敛至|s| = δ.

当|s| < δ时,

V̇w 6 |s|(−k1s
α −ms−msβ + λ), (16)
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若λ− k1s
α < 0或λ−ms < 0或λ−msβ < 0时,可

以保证 V̇ 为负定,即当|s|>(
λ

k1
)

1
α或|s|> λ

m
或|s| >

(
λ

m
)

1
β 时可以保证系统向平衡点处运动.其中m =

k2
|x|

1 + |x|
∈ (0, k2),则系统可以运动到界

|s1| 6 min{δ, λ
k2

, (
λ

k2
)

1
β }. (17)

综上所述,当外部干扰w(t)作用于系统时,滑模变

量可以收敛至稳态误差界|s1| 6 min{δ, λ
k2

, (
λ

k2
)

1
β }.

证毕.

5 仿仿仿真真真验验验证证证分分分析析析

考虑式(1)所示系统模型,其中A =

[
0 1

1 1

]
, B =

D =

[
0

1

]
. 假设系统初始状态x0 = [10 0]T,滑模面函

数s = cx1 + x2, c = 10[20]. 仿真验证分析分为两个

方面:

1)在扰动不存在的情况下,对所提分段复合幂次

趋近律的有效性和优越性进行验证;

2)在扰动存在的情况下,对所求滑模变量的稳态

误差界进行验证.

5.1 收收收敛敛敛时时时间间间仿仿仿真真真对对对比比比

在没有扰动的情况下,与复合趋近律、多幂次趋近

律及分段趋近律进行仿真对比.

1)复合趋近律[21]

ṡ1 =

−k11 tan(
π

2
· s1
sm

)− k12|s1|µ·sgn(|s1|−1)
s1, (18)

为了便于公平比较,对比参数设置为: k11 = k12 =

10, µ = 0.7.

2)自适应趋近律[18]

ṡ2 = −k21|s2|α2sgn s2 − ε′sgn s2, (19)

其中: ε′ = k22
1− e−|x1|

1 + e−|x1|
, k21 = k22 = 10, α2 = 2.

3)分段趋近律[17]

ṡ3 ={
−k31s3 − k32|s3|α3sgn s3, |s3| > 1,

−k33s3 − k34|s3|β3sgn s3, |s3| < 1,

(20)

其中: k31 = k32=k33 = k34 = 10, α3 = 2,β3 = 0.2.

4)分段复合幂次趋近律

ṡ4 =



−k41|s4|α4sgn s4 − k42
|x1|

1 + |x1|
×

(s4 + δβ−1s4), |s4| > δ,

−k41|s4|α4sgn s4 − k42
|x1|

1 + |x1|
×

(s4 + |s4|βsgn s4), |s4| < δ,

(21)

其中: k41 = k42 = 10, α4 = 2, β4 = 0.2, δ = 0.6.

分别使用上述趋近律进行模拟仿真,对比各趋近
律的快速收敛性,同时验证本文中提到新型分段复合
幂次趋近律消除抖振效果.

如图1所示,系统在所提趋近律作用下能够收敛至
平衡点. 从图2可以看出,与上述趋近律相比,本文提
出的分段复合幂次趋近律的收敛速度更快,并且在到
达滑模面后,能够根据系统的状态变量对产生的抖振
进行自适应调节,最终收敛于平衡点. 验证了所提方
法的有效性和优越性.
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图 1 所提趋近律下的x1状态收敛曲线

Fig. 1 The convergence curve of x1 under the proposed
reaching law
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图 2 4种趋近律下滑模变量s变化情况

Fig. 2 The variations of sliding mode variables under differ-
ent reaching laws
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5.2 稳稳稳态态态误误误差差差界界界仿仿仿真真真

考虑系统存在不确定扰动,

w(t) = 3.5 sin t, (22)

λ> |w(t)|=3.5且满足0<λ<k1δ
α = 3.6. 根据定理

2可得,稳态误差界为|s1| 6 (
λ

k2
)

1
β . 即|s1| 6 0.005 2,

仿真结果如图3所示.

由图3能够得到,推导的稳态误差界与仿真结果相
吻合,系统会运动至原点附近的邻域内.因此,在分段
复合幂次趋近律的作用下，当不确定干扰作用于系

统时,系统的稳态误差界要小于本文所推导的稳态误
差界.
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图 3 存在干扰时s1的变化情况

Fig. 3 The variation of s1 in the presence of disturbance

6 结结结论论论

本文在自适应趋近律和分段幂次趋近律的基础上,
提出了分段复合幂次趋近律.相比于已有的一些趋近
律,本文提出的趋近律能够在最短的时间内到达滑模
面. 同时,对到达滑模面后的稳态抖振进行了分析,证
明了其能在有限时间收敛,并给出了有限时间收敛的
表达式. 当系统受到有界扰动时,其状态可以收敛至
平衡点的邻域内,并给出了稳态误差界的表达式. 最
后,通过对比仿真证明了所提方法的有效性和优越性.
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