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摘要:本文研究基于节点平均值轨道跟踪的异质复杂网络同步控制.首先,建立异质复杂网络的模型及节点平均
值轨道模型. 之后,设计动态事件触发条件,减少系统不必要的数据传输,引入对数量化器,构建复杂网络的同步误
差模型. 接着,利用Lyapunov稳定性理论及相关引理,得到异质复杂网络最终指数有界同步的充分条件.然后,利用
成熟线性矩阵不等式工具箱联合求解控制器和事件触发参数. 最后,通过数值例子验证所提方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates the synchronization control of heterogeneous complex networks based on node aver-
age trajectory tracking. Firstly, a model of heterogeneous complex networks and a target trajectory model of node averages
are established. Afterwards, a dynamic event triggering condition is designed to reduce unnecessary data transmission in
the system. By introducing a logarithmic quantizer, a synchronization error model for complex networks is constructed.
Next, by using the Lyapunov stability theory and related lemmas, sufficient conditions are obtained to ensure the ultimate-
ly exponentially bounded synchronization of heterogeneous complex networks. Then, by using the mature linear matrix
inequality toolbox, the controller and the event triggering parameters are co-designed. Finally, the effectiveness of the
proposed method is verified through a numerical example.
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1 引引引言言言

复杂系统在交通网络[1]、电力网络[2]、生态网

络[3]、经济网络[4]等现实世界中广泛存在,学者们通
过探索各种复杂现象背后的规律和机制,促进了学科
的交叉融合,通过解决复杂实际问题,推动了经济发
展和社会进步.同步作为复杂网络的经典动力学问题
之一引起了学者们的重视[5]. 在日常的社会生产生活
中,同步现象十分普遍.例如,交通流的相位同步、电

网中的频率同步、社交网络中的群体行为同步等.

目前,关于复杂网络同步的实现主要有两种方法:
一种通过调整复杂网络的耦合关系实现节点同步,如
文献[6]讨论了节点耦合关系对复杂网络同步的影响,
通过调整耦合关系实现了复杂网络的同步;另一种通
过外力控制实现复杂网络的同步,如文献[7]研究了复
杂网络牵引同步问题,通过控制部分节点实现了整个
复杂网络的同步,并讨论了牵引同步控制方法的鲁棒
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性. 不同于上述整数阶复杂网络同步研究,文献[8]研
究了分数阶复杂时空网络同步问题,通过设计牵引控
制器,给出了具有边界固定权值和时变权值的分数阶
复杂网络的同步准则.此外,考虑到系统可能受到外
界环境的影响,文献[9]研究了基于周期性自触发间歇
采样数据控制的时变延迟多权复杂网络的指数同步,
首次将周期性自触发控制与间歇采样数据控制相结

合.文献[10]研究了具有不确定性的非线性驱动–响应
复杂网络的同步问题,考虑了无界多时延,通过引入
广义脉冲延迟比较引理,设计了一个延迟脉冲控制器.

然而,在上述研究中的节点特性假设都是相同的,
即同质网络,没有考虑节点之间的异质性和复杂关联
性. 考虑到系统节点动态特性可能不同,文献[11]研
究了异质二阶多智能体的领导–跟随一致性问题,通
过Lyapunov稳定性理论和线性矩阵不等式技术,给出
了保证异质多智能体的一致性充分条件及领导者和

追随者之间的最大误差范围.文献[12]研究了具有脉
冲效应的异质多智能体在拒绝服务攻击下的准同步

问题,分别考虑了正脉冲效应和负脉冲效应,通过设
计抵御拒绝服务攻击的控制器,实现了异质多智能体
系统的准同步.为了实现快速同步,文献[13]研究了异
质多智能体固定时间一致性问题,实现了多智能体系
统在虚假数据注入攻击下的最终有界跟踪. 文献[14]
考虑了具有异质脉冲响应的神经网络同步控制问题,
提出了一种异质脉冲控制策略.尽管上述文献考虑了
系统中存在的异质现象,然而该问题的研究主要针对
多智能体或神经网络的一致性. 对于异质复杂网络同
步问题,由于节点间存在异质难以实现完全同步,同
构复杂网络研究结果难以扩展到异质复杂网络. 因此,
文献[15]研究了马尔科夫跳变异质网络的准同步问
题,通过设计牵引控制器,给出了广义马尔可夫跳变
异质网络的准同步判据.

此外,随着工业互联网的发展,越来越多的复杂系
统实现了数字化、自动化,其中存在大量的通信控制
信号.但是系统的网络资源是有限的,因此需提高网
络之间的数据传输效率,避免网络拥堵而造成的时
延、丢包、乱序等问题.传统控制通常采用固定的周期
采样,并在每个周期内根据采样数据进行控制信号的
更新. 当系统状态变化不大,控制器依然会执行,导致
不必要的计算和通信开销,浪费了系统资源. 然而,事
件触发控制只在满足某些特定的关系下才更改控制

输入,减少了不必要的控制操作.文献[16]在事件触发
策略的基础上,建立了具有系统内部延迟和分布式延
迟的复杂网络牵引控制的同步准则,并证明了在事件
触发策略下,复杂网络的所有节点都不存在Zeno行
为.文献[17]研究了一类复杂动态网络在时间尺度上
的同步控制.基于Lyapunov稳定性定理和时间尺度理
论,通过设计基于事件触发策略的间歇牵引控制策略,

建立了复杂网络在时间尺度上的同步标准.为了更加
灵活地设计触发条件,文献[18]在事件触发条件中引
入动态变量,提出了动态事件触发机制.文献[19]研究
了基于动态事件触发控制策略的非线性网络系统,设
计了一种基于性能的安全控制器. 文献[20]对比了多
智能体的集中式动态事件触发方案和分布式动态事

件触发方案.文献[21]根据不同的网络拓扑提出了相
应的事件触发方案,包括分布式事件触发方案、集中
式事件触发方案和基于集群的事件触发方案.此外,
考虑到带宽承载能力有限,所接受的数据包字长有限
等原因,有必要在复杂网络同步控制中考虑量化机
制[22–23].

综上所述,目前基于动态事件触发的异质复杂网
络量化同步控制研究十分有限.因此,本文结合动态
事件触发机制与量化策略,研究异质复杂网络的有界
同步问题.具体创新内容如下: 1)大多数文章中的同
步目标节点是一个独立系统,而本文复杂网络同步目
标的动态特性是所有节点的平均轨道; 2)与静态事件
触发机制不同,本文采用动态事件触发策略,进一步
节约网络资源和计算成本; 3)由于复杂网络的节点存
在异质性,不同于同质网络的完全同步,本文研究异
质复杂网络最终指数有界同步,并给出同步误差的渐
近上界.

2 问问问题题题的的的提提提出出出

2.1 复复复杂杂杂网网网络络络的的的模模模型型型描描描述述述

考虑复杂网络的第i个节点的动力学模型如下:

ẋi(t) =Aixi(t) + fi(xi(t), t) + c
N∑
j=1

bijΓxj(t) +

ui(t), i = 1, 2, · · · , N, (1)

其中: xi(t) ∈ Rn是节点i的状态向量; fi(xi(t), t)是

节点i的非线性向量函数; Ai是节点i的常数矩阵; c >
0表示耦合强度; B = (bij) ∈ RN×N表示网络拓扑的

耦合矩阵,如果节点i可以从节点j 接收信息,则bij >
0,否则, bij = 0(i ̸= j); Γ ∈ RN×N 表示节点 i的内

部耦合矩阵; ui(t)表示节点i控制输入.

假假假设设设 1 非线性函数f(zi(t), t)为连续函数,满
足如下Lipschitz条件:

(F (z(t), t)− Ḡ1)
T(F (z(t), t)− Ḡ2) 6 0, (2)

其中: F (z(t), t)=f(z1(t), t)−f(z2(t), t); Ḡ1=G1×
(z1(t) − z2(t)), Ḡ2 = G2(z1(t) − z2(t)), G1和G2为

常数矩阵.

注注注 1 在实际复杂网络中,非线性过程通常涉及能量

的转换和耗散,如电路中的非线性元件、化学反应中的非线

性动力学等. 假设1中条件意味着这些非线性过程中的能量

耗散和热量扩散是有界的,避免了剧烈的温度或电压波动,从

而确保系统的可控性.
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同步的目标轨道描述如下:

s(t) =
1

N

N∑
i=1

xi(t). (3)

注注注 2 式(3)中的同步目标轨道为所有节点的平均动

态. 复杂网络的平均轨道有助于发现网络中的隐藏规则和特

征. 通过分析平均轨道的变化趋势和周期性,可以推断网络

中节点之间是否存在某种周期性或规律性的相互作用,或者

网络是否具有某种特殊的结构特征. 因此,研究复杂网络的

平均轨道具有十分重要的意义.

2.2 动动动态态态事事事件件件触触触发发发机机机制制制

节点i的触发时间序列定义为{ti1, ti2, · · · , ti∞},控
制器ui(t)表示为

ui(t) = K̃iei(t
i
k), t ∈ [tik, t

i
k+1), (4)

其中: 同步误差为ei(t) = xi(t)− s(t); K̃i为待设计

的控制器增益.

将[tik, t
i
k+1)分成ρ个采样间隔如下:

[tik, t
i
k+1) =

ρ∪
m=1

[tik + (m− 1)h, tik +mh),

其中ρ = inf{m ∈ N | tik +mh 6 tik+1}.

引入两个辅助函数τi(t)和δi(t)如下:

τi(t)=



t− tik, t ∈ [tik, t
i
k + h),

t− tik − h, t ∈ [tik + h, tik + 2h),
...

t− tik − ρh, t ∈ [tik + ρh, tik+1),

δi(t)=



0, t∈ [tik, t
i
k + h),

ei(t
i
k + h)− ei(t

i
k), t∈ [tik+h, t

i
k+2h),

...

ei(t
i
k+ρh)−ei(tik), t∈ [tik + ρh, tik+1).

则同步误差可变换为

ei(t
i
k) = ei(t− τi(t))− δi(t), (5)

根据式(5),控制器(4)可改写为

ui(t)=K̃iei(t−τi(t))−K̃iδi(t), t∈ [tik, t
i
k+1). (6)

为了避免资源浪费,设计动态事件触发机制如下:

tik+1 = inf{t > tik |M(t) < 0}, (7)

其中: M(t) = θ̃ηi(t
i
k) + σeTi (t

i
k)Ωiei(t

i
k)− [ei(t−

τi(t)) − ei(t
i
k)]

TΩi[ei(t − τi(t)) − ei(t
i
k)], θ̃ > 0,

σ ∈ (0, 1), Ωi是一个待设计的正定对称阵.

动态参数ηi(t)满足以下条件:

η̇i(t) = −β(ηi(t))− θ̃ηi(t
i
k), (8)

其中β是一个K∞类函数并且满足Lipschitz连续性.

结合式(1)(3)(6)可得同步误差系统如下:

ėi(t) =Aiei(t) + fi(ei(t), t) + c
N∑
j=1

bijΓej(t) +

Kiei(t− τi(t))−Kiδi(t) +

D(t), t ∈ [tik, t
i
k+1), (9)

其中: fi(ei(t), t) = fi(xi(t), t)− fi(s(t), t); D(t) =

Ai

1

N

N∑
i=1

xi(t) −
1

N

N∑
i=1

Aixi(t) + fi(s(t), t) −
1

N
×

N∑
i=1

fi(xi(t), t)+
c

N

N∑
j=1

bijΓ
N∑
i=1

xi(t)−c
N∑
i=1

N∑
j=1

bijΓ×

xj(t); Kiei(t
i
k) = K̃iei(t

i
k) +

1

N

N∑
i=1

K̃iei(t
i
k).

2.3 对对对数数数量量量化化化器器器的的的设设设计计计

考虑到网络带宽承载能力有限,本文对已满足触
发条件,待传输的数据进行量化. 由于对数量化可以
压缩数据的动态范围,降低计算复杂度.因此,本文的
对数量化器设计如下:

q(·) = [q1(·) · · · qi(·) · · · qn(·)]T,

其中 qi(·), i ∈ {1, 2, · · · , n}是量化器,量化密度为
ϖi(0 6 ϖi 6 1),量化等级表示为µi = {±µi

l, µ
i
l =

ϖiµ
i
0, l = 0,±1,±2, · · · } ∪ {0}, µi

0 > 0.

qi(·)被定义为
µi
l,

1

1 + wi

µi
l6eij(tik)6

1

1− wi

µi
l,

0, eij(t
i
k) = 0,

−qi(−eij(tik)), eij(tik) < 0,

(10)

其中: wi = (1−ϖi)/(1 +ϖi), eij(tik)表示在t
i
k时第i

个节点的第j个分量. 根据文献[22], qi(eij(tik))可以
被描述为

qi(eij(t
i
k)) = (1 +∆ij)eij(t

i
k), (11)

其中|∆ij| 6 wi.

定义∆i = diag{∆i1,· · ·,∆in}, ∆̃=diag{∆1,· · ·,
∆N}, G̃=diag{w1In, · · · , wNIn}, ∆ij ∈ [−wi, wi],
则∆̃ ∈ [−G̃, G̃]. 令∆̃= F̃ G̃,则有F̃ F̃T = F̃TF̃ 6 I .
量化后的状态可以表示为

qi(ei(t
i
k)) = (I +∆i)ei(t

i
k). (12)

结合量化误差∆i,控制器可写为

ui(t) =Ki(I +∆i)ei(t− τi(t))−
Ki(I +∆i)δi(t), t ∈ [tik, t

i
k+1). (13)

同步误差系统可以表示为

ėi(t) =Aiei(t) + fi(ei(t), t) + c
N∑
j=1

bijΓej(t) +

Ki(I +∆i)ei(t− τi(t))−Ki(I +∆i)×
δi(t) +D(t), t ∈ [tik, t

i
k+1), (14)
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使用克罗内克积,同步误差系统可以表示为

Ė(t) = (Ā+ K̄∆̄+ c(B ⊗ Γ ))E(t) +

F (E(t), t) + K̄∆̄E(t− τ(t))−
K̄∆̄δ(t) + D̃(t), t ∈ [tk, tk+1), (15)

其中: {tk}为所有节点的触发序列从小到大重新排列
的时间序列,且满足t1<t2< · · ·<t∞; Ā= diag{A1,

A2, · · · , AN}; K̄ = diag{K1,K2, · · · ,KN}; D̃(t)=

[DT(t) DT(t) · · · DT(t)]T; ∆̄ = diag{I +∆1, I +

∆2, · · · , I+∆N}; E(t)=[eT1 (t) e
T
2 (t) · · · eTN(t)]T;

E(t− τ(t)) = [eT1 (t − τ1(t) · · · eTN(t − τN(t)]
T;

F (E(t), t) = [fT
1 (e1(t), t) · · · fT

N(eN(t), t)]
T;

δ(t) = [δT1 (t) δ
T
2 (t) · · · δTN(t)]T.

综上所述,本文要解决的问题是: 针对异质复杂网
络(1),设计基于事件触发策略(7)的量化控制器(13),
使得同步误差系统(15)指数最终有界,实现复杂网络
(1)的节点与目标节点(3)最终指数有界同步.

引引引理理理 1 (Schur补引理) 对于给定的对称矩阵S =[
S11 S12

ST
12 S22

]
,下列条件等价:

1) S < 0;

2) S11 < 0, S22 − ST
12S

−1
11 S12 < 0;

3) S22 < 0, S11 − S12S
−1
22 S

T
12 < 0.

引引引理理理 2[24] 假设β是K∞类函数并满足Lipschitz
连续性,且σ ∈ (0, 1), η0>0, θ̃ > 0,若h, θ̃满足h 6

− ln
θ̃

1 + θ̃
,根据 η(t)在式 (8)的定义可知对任意 t ∈

[0,∞)有η(t) > 0.

引引引理理理 3[25] 假设T和S是具有适当维数的实矩

阵,并且F 满足FTF 6 I . 那么,对于任何标量ℓ > 0,
有以下不等式成立:

TTFST + SFTT 6 ℓSST + ℓ−1TTT.

定定定义义义 1[26] 如果存在常数ϵ>0, ρ>0和ϕ>0使

得下式成立:

∥E(t)∥22 6 ϵtρ+ ϕ,

那么,同步误差(15)最终指数有界. 其中: ϵ ∈ [0, 1)表

示衰减率, ϕ表示∥E(t)∥22的渐近上界,则复杂网络(1)
对目标轨迹(3)实现最终指数有界同步.

3 主主主要要要定定定理理理及及及其其其证证证明明明

定定定理理理 1 对于满足假设条件 1的异质复杂网络
(1),定义反馈控制增益为K̄,给定参数ε1 > 0, ε2 > 0,
ε3 > 0, ε4 > 0, θ̃ > 0, h > 0, α > 0和σ > 0,若存在
正定对称矩阵P̄ , Q̄, R̄, Ω̄, Θ和Π1

66满足下列不等式:

Π̄ =

[
ψ11 ψ12

∗ ψ22

]
< 0, (16)

其中:

ψ11 =



Π1
11 Π1

12 0 Π1
14 Π1

15 0 Π1
17

∗ Π1
22 Π1

23 0 Π1
25 0 Π1

27

∗ ∗ Π1
33 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Π1
44 0 0 Π1

47

∗ ∗ ∗ ∗ Π1
55 0 Π1

57

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Π1
66 Π1

67

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π1
77


,

ψ12 =



Π2
11 0 0 0 Π2

15 0 0 0

0 G̃ Π2
23 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 G̃ Π2
57 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 Π2
74 0 0 0 Π2

77


,

ψ22 = diag{−ε1InN ,−ε1InN ,−ε2InN ,−ε2InN ,
−ε3InN ,−ε3InN ,−ε4InN ,−ε4InN},

Π1
11= P̄ Ā+ĀTP̄+Q̄+P̄ c(W⊗ Γ )+c (W⊗

Γ )TP̄ −ΘG1 − e−2ατMR̄+ 2αP̄ ,

Π1
12 = P̄ K̄ + e−2ατMR̄, Π1

14 = P̄ +ΘG2,

Π1
15 = −P̄ K̄, Π1

17 = τM(A+ c(W ⊗ Γ ))TP̄ ,

Π1
22 = −2e−2ατMR̄+ σΩ̄, Π1

23 = e−2ατMR̄,

Π1
25 = −σΩ̄, Π1

27 = τMK̄∆̄P̄ ,

Π1
33 = −e−2ατMR̄− e−2ατMQ̄, Π1

44 = −Θ,
Π1

47 = τMP̄ , Π
1
55 = σΩ̄ − Ω̄,

Π1
57 = −τMK̄P̄ , Π1

67 = τMP̄ , Π
1
77 = −P̄ R̄−1P̄ ,

Π2
11 = ε1P̄ K̄, Π

2
23 = ε2G̃, Π

2
15 = −ε3P̄ K̄,

Π2
74 = τMK̄

TP̄ , Π2
57 = −ε4G̃, Π2

77 = τMK̄
TP̄ ,

G̃i1 = (GT
i1Gi2 +GT

i2Gi1)/2, G̃i2 = (Gi1 +Gi2)
T/2,

G1=diag{G̃11, · · · , G̃N1},G2=diag{G̃12, · · · , G̃N2},
P̄ =diag{P, · · · , P}, G̃=diag{w1In, · · · , wNIn},
R̄ = diag{R1, · · · , RN}, Q̄ = diag{Q1, · · · , QN},
Ω̄ = diag{Ω1, · · · , ΩN},

则复杂网络(1)的节点与目标节点(3)实现最终指数有
界同步.

证证证 针对同步误差系统(15),构造Lyapunov-Kras-
ovskii泛函如下:

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t) + η(t), (17)

其中:

V1(t) = ET(t)P̄E(t), η(t) =
N∑
i=1

ηi(t),

V2(t) =
w t

t−τM
e−2α(t−s)ET(s)Q̄E(s)ds,
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V3(t) = τM
w 0

−τM

w t

t+θ
e−2α(t−s)ĖT(s)R̄Ė(s)dsdθ.

沿着系统(15)的轨迹求V (t)的导数可得

V̇ (t) = V̇1(t) + V̇2(t) + V̇3(t) + η̇(t), (18)

其中: η̇(t) =
N∑
i=1

η̇i(t), η̇i(t)由式(8)给出,且

V̇1(t) = 2ET(t)P̄{(Ā+ K̄∆̄+ c(B ⊗ Γ ))E(t) +

F (E(t), t)+K̄∆̄E(t−τ(t))−K̄∆̄δ(t)+

D̃(t)},

V̇2(t) =−2α
w t

t−τM
e−2α(t−s)ET(s)Q̄E(s)ds+

e−2ατMET(t− τM)Q̄E(t− τM) +

ET(t)Q̄E(t),

V̇3(t) =−τM
w t

t−τM
e−2α(t−s)ĖT(s)R̄Ė(s)ds+

τ 2MĖ
T(t)R̄Ė(t)−

2ατM
w 0

−τM

w t

t+θ
e−2α(t−s)ĖT(s)R̄Ė(s)dsdθ.

对−τM
w t

t−τM
e−2α(t−s)ĖT(s)R̄Ė(s)ds进行如下

变换:

− τM
w t

t−τM
e−2α(t−s)ĖT(s)R̄Ė(s)ds 6

− τM
w t

t−τM
e−2ατMĖT(s)R̄Ė(s)ds =

− τM
w t

t−τ(t)
e−2ατMĖT(s)R̄Ė(s)ds−

τM
w t−τ(t)

t−τM
e−2ατMĖT(s)R̄Ė(s)ds,

进一步变换可得

−τM
w t

t−τ(t)
e−2ατMĖT(s)R̄Ė(s)ds 6

−τ(t)e−2ατM
w t

t−τ(t)
ĖT(s)R̄Ė(s)ds 6

−e−2ατM{
w t

t−τ(t)
Ė(s)ds}TR̄

w t

t−τ(t)
Ė(s)ds 6

−e−2ατMẼT(t)R̄Ẽ(t), (19)

−τM
w t−τ(t)

t−τM
e−2ατMĖT(s)R̄Ė(s)ds 6

−(τM − τ(t))e−2ατM
w t−τ(t)

t−τM
ĖT(s)R̄Ė(s)ds 6

−e−2ατM{
w t−τ(t)

t−τM
Ė(s)ds}TR̄

w t−τ(t)

t−τM
Ė(s)ds 6

−e−2ατMĒT(t)R̄Ē(t), (20)

其中:

Ẽ(t) = E(t)− E(t− τ(t)),

Ē(t) = E(t− τ(t))−E(t− τM).

根据假设 1可知存在一个对角阵Θ = diag{Θ1,

Θ2, · · · , ΘN} > 0使得下式成立:

ET(t)ΘG1E(t)− 2ET(t)ΘG2F (E(t), t) +

FT(E(t), t)ΘF (E(t), t) 6 0, (21)

其中:

G̃i1=(GT
i1Gi2+G

T
i2Gi1)/2, G̃i2=(Gi1+Gi2)

T/2,

G1=diag{G̃11, · · · , G̃N1}, G2=diag{G̃12, · · · , G̃N2}.

由ET(t)P̄ D̃(t) =
N∑
i=1

eTi (t)PD(t)和
N∑
i=1

eTi (t) =

[0 0 · · · 0]1×n可得

ET(t)P̄ D̃(t) 6 ET(t)P̄ D̄ = 0, (22)

其中D(t) 6 D̄ = ρ1 + ρ2 + ρ3,式中:

ρ1 = max{∥Ai

1

N
×

N∑
i=1

xi(t)−
1

N

N∑
i=1

Aixi(t)},

ρ2 = max{∥fi(s(t), t)−
1

N

N∑
i=1

fi(xi(t), t)∥},

ρ3 = max{∥ c
N

N∑
j=1

bijΓ
N∑
i=1

xi(t)−

c
N∑
i=1

N∑
j=1

bijΓxj(t)∥}, i = 1, 2, · · · , N.

结合式(8)(18)–(22)可得

2αV (t) + V̇ (t) 6

ξT1 (Π1 + τ 2Mϑ
TR̄ϑ)ξ1 + D̃T(t)Π1

66D̃(t), (23)

其中:

ξ(t) = [ET(t) ET(t− τ(t)) ET(t− τM(t))

FT(E(t), t) δT(t) D̃T(t)]T,

Π1 =



Π11 Π12 0 Π14 −P̄ K̄∆̄ 0

∗ Π22 Π23 0 −σΩ 0

∗ ∗ Π33 0 0 0

∗ ∗ ∗ Π44 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Π35 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Π1
66


,

Π11= P̄ Ā+ĀTP̄+P̄ c(W ⊗ Γ )+c(W ⊗ Γ )T×

P̄ −ΘG1 + Q̄− e−2ατMR̄+ 2αP̄ ,

Π12= P̄ K̄∆̄+ e−2ατMR̄, Π14 = P̄ B̄ +ΘG2,

Π22=−2e−2ατMR̄+ σΩ, Π23 = e−2ατMR̄,

Π33=−e−2ατMR̄− e−2ατMQ̄, Π44 = −θ ⊗ In,

Π55=σΩ−Ω, ϑ=[Π∗
16 K̄∆̄ 0 I −K̄∆̄ I],

Π∗
16=(Ā+ c(W ⊗ Γ )).

对Π1 + τ 2Mϑ
TR̄ϑ < 0应用Schur补引理可得
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Π =

[
Π1 τMϑ

TR

∗ −R

]
< 0, (24)

则

Π̃=Π|∆̄=I + U1F̃H1 + (U1F̃H1)
T + U2F̃H2+

(U2F̃H2)
T+U3F̃H3+(U3F̃H3)

T+U4F̃H4+

(U4F̃H4)
T < 0,

且

UT
1 = [K̄TP̄ 0 0 0 0 0 0],

UT
2 = [0 G̃ 0 0 0 0 0],

UT
3 = [−K̄TP̄ 0 0 0 0 0 0],

UT
4 = [0 0 0 0 G̃ 0 0],

H1 = [0 G̃ 0 0 0 0 0],

H2 = [0 0 0 0 0 0 τMK̄
TP̄ ],

H3 = [0 0 0 0 G̃ 0 0],

H4 = [0 0 0 0 0 0 τMK̄
TP̄ ].

接着,对Π̃ < 0应用引理3可得

Π̃ 6Π|∆̄=I + ε1U1U
T
1 + ε−1

1 HT
1 H1 + ε2U2U

T
2 +

ε−1
2 HT

2 H2 + ε3U3U
T
3 + ε−1

3 HT
3 H3 +

ε4U4U
T
4 + ε−1

4 HT
4 H4 < 0. (25)

之后,对式(25)应用Schur补引理可得式(16).

令λmax{D̃T(t)Π1
66D̃(t)} = κ,当Π < 0,则有

2αV (t) + V̇ (t) 6 κ,

变换后可得

∥E(t)∥22 6 V (0)

λmin (P̄ )
e−2αt +

κ

αλmin (P̄ )
. (26)

由定义1可知同步误差动态满足最终指数有界,即复
杂网络(1)的节点与平均节点(3)实现最终指数有界同

步,当t→ ∞时,同步误差上界为
√

κ

αλmin(P̄ )
.

证毕.

注注注 3 由于复杂网络(1)中的异质性,节点的动态特性

的差异以及节点平均动态目标的设立引起了误差项D(t). 由

于整体网络对单个节点的影响以及单个节点受到其他节点的

抑制作用,可以合理假设网络系统的动力学行为是稳定的,不

会出现无限发散的情况,从而易得D(t)是有界的.

定定定理理理 2 对于满足假设条件 1的异质复杂网络
(1),给定参数 ε1>0, ε2>0, ε3>0, ε4>0, θ̃ >0, h >
0, α > 0和σ > 0,若存在正定对称矩阵 P̄ , Q̄, R̄, Ω̄,
Π1

66, Θ和适当维数矩阵X̄满足下列不等式:

Π̂ =

[
ψ∗

11 ψ∗
12

∗ ψ22

]
< 0, (27)

其中:

ψ∗
11=



Π1
11 Π1∗

12 0 Π1
14 Π1∗

15 0 Π1
17

∗ Π1
22 Π1

23 0 Π1
25 0 Π1∗

27

∗ ∗ Π1
33 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ Π1
44 0 0 Π1

47

∗ ∗ ∗ ∗ Π1
55 0 Π1∗

57

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Π1
66 Π1

67

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π1
77


,

ψ∗
12=



X̄ 0 0 0 −X̄ 0 0 0

0 ε1G̃ ε2G̃ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ε3G̃ Π2∗

75 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 τMX̄
T 0 0 0 τMX̄

T


,

Π1∗

12 = X̄ + e−2ατMR̄, Π1∗

15 = −X̄,
Π1∗

27 = τMX̄, Π
1∗

57 = −τMX̄T,

Π1∗

77 = −2P̄ + R̄, Π2∗

75 = −ε4G̃,
则复杂网络(1)的节点与目标节点(3)实现最终指数有
界同步,其中控制器形式为K̄ = P̄−1X̄ .

证证证 由不等式−P̄ R̄−1P̄6−2P̄ + R̄和定义P̄ K̄=

X̄ ,定理1的式(16)变成定理2的式(27),且式(27)中的
Π1∗

12 , Π1∗

15 , Π1∗

27 , Π1∗

57 , Π1∗

77和Π
2∗

75已给出,其余项均与
定理1相同. 证毕.

4 仿仿仿真真真

考虑具有5个节点的复杂网络(1),其系统参数如
下:

A1 =

[
−1.3 0.4

0.4 −1.5

]
, A2 =

[
−1.4 0.3

0.5 −1.5

]
,

A3 =

[
−1.1 0.5

0.3 −1.7

]
, A4 =

[
−1.0 0.4

0.6 −1.4

]
,

A5 =

[
−1.2 0.6

0.4 −1.3

]
, Γ =

[
−0.4 1

−1.4 −0.2

]
,

B =


−2 0 0 0 2

1 −1 0 0 0

0 4 −4 0 0

0 0 1 −1 0

0 0 0 3 −3

, c = 0.75.

给定量化密度为0.7,非线性向量函数fi(xi(t), t),

i = 1, 2, 3, 4, 5如下所示:

f1(x1(t), t) =

[−0.5x11(t)+2 tanh(0.2x11(t)+0.2x12(t))

0.95x12(t)−0.2 tanh(0.75x12(t))]
T,

f2(x2(t), t) =

[−0.5x21(t)+4 tanh(0.2x21(t)+0.2x22(t))
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0.95x22(t)−0.8 tanh(0.75x22(t))]
T,

f3(x3(t), t) =

[−0.5x31(t)+3 tanh(0.2x31(t)+0.2x32(t))

0.95x32(t)−0.1 tanh(0.75x32(t))]
T,

f4(x4(t), t) =

[−0.5x41(t)+2.5 tanh(0.2x41(t)+0.2x42(t))

0.95x42(t)−0.5 tanh(0.75x42(t))]
T,

f5(x5(t), t) =

[−0.5x51(t)+2 tanh(0.2x51(t)+0.2x52(t))

0.95x52(t)−0.5 tanh(0.75x52(t))]
T.

初始状态选择为x1(t) = [9 − 4]T, x2(t) = [5

−9]T, x3(t) = [−4 5]T, x4(t) = [−2 − 0.5]T和

x5(t) = [−1 0]T. 取σ = 0.2, θ̃ = 0.04, α = 0.01,
h = 0.01. 基于定理2,利用线性矩阵不等式工具箱求
解(27)可得

K1 =

[
−0.403 1 −0.112 8

0.036 6 −0.459 1

]
,

K2 =

[
−0.451 5 −0.091 7

−0.017 7 −0.507 4

]
,

K3 =

[
−0.446 7 −0.196 6

0.125 2 −0.505 3

]
,

K4 =

[
−0.422 6 −0.083 0

−0.013 6 −0.475 4

]
,

K5 =

[
−0.435 8 −0.159 0

0.079 3 −0.495 9

]
,

Ω1 =

[
2.042 0 −0.051 9

−0.051 9 1.922 9

]
,

Ω2 =

[
2.029 7 −0.049 3

−0.049 3 1.937 1

]
,

Ω3 =

[
1.958 4 −0.058 7

−0.058 7 1.768 9

]
,

Ω4 =

[
2.041 6 −0.049 7

−0.049 7 1.946 5

]
,

Ω5 =

[
2.009 8 −0.054 5

−0.054 5 1.859 9

]
.

仿真结果如图1–4所示. 图1为无控制输入情况下
的同步误差响应曲线.图2为动态事件触发控制作用
下的同步误差响应曲线.对比图1和图2可知本文所设
计的控制器能够实现复杂网络最终指数有界同步.此
外,由于复杂网络具有异质性,无论是否有控制输入,
节点的响应曲线都不重合.图3为控制输入曲线.图4
为动态事件触发序列. 从图3–4可以看出,系统的触发

不固定,只在满足触发条件时才更新控制信号.由此
可知本文所设计的事件触发条件只在满足触发条件

时传输数据,从而节约系统资源. 此外,节点间触发次
数不相同,各个节点独立触发.
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图 1 无控制输入的同步误差响应

Fig. 1 Synchronization error response without control inputs
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图 2 动态事件触发控制输入的同步误差响应

Fig. 2 Synchronization error response with dynamic event
triggering control inputs

当θ̃ = 0时,触发条件(7)为静态事件触发,此时误
差系统的响应曲线和触发间隔如图5–6所示. 对比图2
与图5、图4与图6可以看出,本文所设计的动态事件触
发策略对比静态事件触发,能够有效减少触发次数,
并且不降低系统性能.
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图 3 控制输入

Fig. 3 Control inputs
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Fig. 4 Dynamic event triggering sequences
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图 5 静态事件触发控制输入的同步误差响应

Fig. 5 Synchronization error response with static event trig-
gering control inputs
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Fig. 6 Static event triggering sequences

5 结结结论论论

本文研究了异质复杂网络与其平均轨道的同步控

制.通过引入动态事件触发策略节约了通信资源,针
对同步误差系统,设计了基于对数量化的控制器. 利
用Lyapunov稳定性理论,得到了闭环同步误差系统最
终指数有界的充分条件,并实现了控制器和事件触发
参数的联合求解. 即所设计的量化控制器能够实现异
质复杂网络最终指数有界同步,节约网络资源. 最后
通过数值算例验证了所提理论的有效性.
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