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摘要:本文讨论一维非线性波动方程半离散有限差分格式的一致指数稳定性. 首先,利用能量乘子法证明了偏微
分方程描述的连续系统的指数稳定性. 引入辅助变量,利用降阶法将原系统转化为奇异偏微分方程(PDE)系统;再
用有限差分法对空间变量离散,在消除引入的辅助变量后,得到原系统的半离散有限差分格式;最后,平行于连续系
统,利用能量乘子法证明了离散系统的一致指数稳定性,并通过数值模拟进行验证.
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Abstract: This paper investigates the uniform exponential stability of semi-discrete finite difference schemes applied to
one-dimensional nonlinear wave equations. Firstly, the energy multiplier method is employed to establish the exponential
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1 引引引言言言

一维波动方程可以用来描述许多重要的物理过程,

如弹性物体电缆的振动、声波的传播等,是一种描述

波动现象的基础模型,具有非常重要的应用价值和现

实意义.由于波动方程是双曲型系统,因此,经常被作

为典型的分布参数无限维系统.这是因为在线性情况

下,有无限多个极点位于虚轴上,因此,由波动方程所

描述的系统本质是无限维的. 一维波动方程作为一种

典型的无限维系统,其反馈镇定控制是分布参数系统

研究的重点之一.利用波动方程可以很好地解释许多

偏微分系统 (partial differential equations, PDEs)的控

制方法和原理. 线性波动方程已经得到了广泛研究.

经典文献[1]介绍了非线性波动方程解的存在性,为后

续研究不同种类的非线性波动方程奠定了基础. 文献

[2]用经典的Faedo-Galerkin方法研究了一类非线性波

动方程的局部适定性. 近年来,对非线性波动方程的

研究也取得了一些新的进展.文献[3–4]分析了非线性

波动方程的正则性和收敛性. 文献[5]中研究了一维非
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线性波动方程的可控性. 文献[6]研究了一类用于描述
声音传播的非线性波动方程的边界可观性.

振动抑制问题的研究是PDEs领域的热点之一,在
众多有关系统振动控制的性质中,稳定性占据着中心
地位. 文献[7]利用Riemann几何方法,得到了变系数
波动方程的边界镇定性. 文献[8]研究了具有非同位边
界控制和观测的一维波动方程的强稳定性. 文献[9]研
究了具有内时滞的波动方程的边界指数稳定性.

本文考虑非线性一维波动方程
wtt(x, t) = wxx(x, t)−H(wx(x, t)),

0 < x < 1, t > 0,

w(0, t) = 0, wx(1, t) = −g(wt(1, t)),

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x),

(1)

其中: w(x, t)表示时刻t位置x的振动位移, wt表示

w对时间t的偏导数, wx表示对空间变量x的偏导数.
其他的高级导数做类似的理解. 非线性函数H(·) ∈
C1(R)和g(·) ∈ C1(R)满足如下假设1:

假假假设设设 1 存在常数Ci>0, i=1, 2使得对任意的

s ∈ R, C1|s|2 6 g(s)s 6 C2|s|2.

对任意 s∈R, |H(s)| 6 β|s|且 0<β<min{ C1

M1

,

1

4
},其中M1 = C2

2 + 1 > 0.

上述假设1是针对方程中的非线性项H和边界非
线性反馈g的约束条件,保证了非线性函数H和g满足
线性增长条件. H和g的线性增长确保了系统(1)的解
的存在唯一性,防止出现解的爆破现象.

多维情况下系统(1)强解的存在性和唯一性已在
文献[10]的定理3.1中给出.为了研究其解的稳定性,
学者们提出了不同的方法. 文献[11]认为多维情况下
系统(1)是非耗散的,因而创造性地提出了一个特殊的
不等式,并通过该不等式证明了上述系统的指数稳定
性. 然而,文献[10]提出一种新的方法并证明,即使方
程系数是可变的,但由方程所描述的多维系统本质上
却是耗散的. 这不仅将文献[11]所讨论的非线性波动
方程常系数情况推广到变系数,而且大大简化了文献
[11]的证明过程. 更多关于非耗散偏微分方程的稳定
性研究,可以参考文献[12–13]. 本文的重点是: 在空
间变量有限差分半离散情况下,证明系统(1)的一致指
数稳定性. 由于柔性结构被广泛应用于机械工程和航
空航天等领域,并且一些柔性结构的振动问题可以转
化为对非线性波动方程的研究.但为了将反馈镇定控
制具体应用到工程中,就需要将无穷维连续系统进行
离散化,得到对无穷维系统有穷维的有效逼近.只有
保持控制特征的一致逼近才有控制的合理性. 本文就
讨论非线性一维波动方程半离散格式的一致稳定性.
经典文献[14]提出,对于指数稳定的偏微分方程,经典
有限差分或有限元半离散格式都不能保证一致指数

稳定性. 主要原因在于,数值格式中会出现高频伪振
荡. 因此,研究者们提出了许多解决方法. 例如文献
[15]提出使用混合有限元法、多网格法、特别是添加
数值粘度项来克服高频伪振荡. 其中,文献[16]针对
波动方程应用混合有限元法进行半离散,验证了此方
法的有效性;文献[17]采用双网格法证明了一维波动
方程的一致稳定性;文献[18]通过加入数值粘度项证
明了系统的一致指数衰减性. 此外,文献[19]还利用
高频滤波技术证明了一维波动方程的一致指数稳定

性.

除上述提到的方法之外,文献[20]提出了一种基
于降阶方法的自然有限差分格式,它具有许多显著优
点: 1)保持了有限差分的性质,而无需人为添加任何
数值粘性项; 2)在半离散过程中保持了一致指数稳定
性; 3)离散系统的证明在许多方面与连续系统的证明
是类似的. 然而,在所有上述文献中系统都是线性的,
而本文第一次讨论非线性系统(1).

本文结构如下: 在第2节中,证明了连续系统(1)的
指数稳定性,该证明过程对离散系统的一致指数稳定
性的证明有平行的启发作用;在第3节中,通过引入辅
助变量,将原始系统(1)简化为一个奇异PDE系统,并
得到此系统的半离散格式. 在消除引入的辅助变量后,
推导出了系统(1)的半离散格式. 进而,证明了系统(1)
的半离散格式的一致指数稳定性,最后,通过数值模
拟验证了结论;第4节是对全文的总结.

2 连连连续续续系系系统统统的的的指指指数数数稳稳稳定定定性性性

尽管多维情况下系统(1)的指数稳定性已经在文献
[10]中给出,但是为了便于下一节证明半离散系统的
稳定性,本文仍旧给出连续系统(1)的一致指数稳定性
的证明. 使得能够建立起从连续系统到离散系统一对
一的对应关系,并且与文献[11]的证明形成鲜明对比.

定义系统(1)的能量函数

E(t) =
w 1

0
[w2

t (x, t) + w2
x(x, t)]dx. (2)

引引引理理理 1 能量函数E(t)满足

Ė(t) = −2
w 1

0
wtH(wx)dx− 2wt(1, t)g(wt(1, t)),

并且有

Ė(t)6β
w 1

0
[w2

t (x, t)+w
2
x(x, t)]dx−2C1w

2
t (1, t).

证 沿式(1)的解对E(t)关于t进行求导有

Ė(t) = 2
w 1

0
(wtwtt + wxwxt)dx =

2
w 1

0
wt[wxx −H(wx)]dx+ 2

w 1

0
wxdwt =

−2
w 1

0
wtH(wx)dx+ 2wx(1, t)wt(1, t) =

−2
w 1

0
wtH(wx)dx− 2wt(1, t)g(wt(1, t)).
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再由假设1得到

Ė(t) 6 β
w 1

0
[w2

t (x, t) + w2
x(x, t)]dx− 2C1w

2
t (1, t).

证毕.

令

Eε(t)=E(t) + εp(t), p(t)=2
w 1

0
xwxwtdx, (3)

其中 ε > 0是一个常数. 下面的引理 2表明Eε(t)和

E(t)是等价的.

引引引理理理 2 设Eε(t)由式(3)定义,则存在常数 0 <

ε < 1,使得

(1− ε)E(t) 6 Eε(t) 6 (1 + ε)E(t), ∀t > 0. (4)

证 首先,注意到

|p(t)|= |2
w 1

0
xwxwtdx| 6w 1

0
(w2

x + w2
t )dx = E(t),

因此,有

(1− ε)E(t) 6 Eε(t) 6 (1 + ε)E(t), ∀t > 0.

证毕.

引引引理理理 3 由式(3)定义的辅助函数p(·)满足

ṗ(t) 6 −1

2
E(t) +M1w

2
t (1, t),

其中M1是由假设1定义的常数.

证 注意到

ṗ(t) = 2
w 1

0
(xwttwx + xwtwxt)dx =

2
w 1

0
[xwx(wxx−H(wx))+xwtwxt]dx=

2
w 1

0
xwtwxtdx− 2

w 1

0
xwxH(wx)dx+

2
w 1

0
xwxwxxdx , I1 + I2 + I3. (5)

下面分别估计Ii, i = 1, 2, 3. 首先,由分部积分及假设

1,可以得到

I1(t)=2
w 1

0
xwtwxtdx=w

2
t (1, t)−

w 1

0
w2

tdx,

I2(t) = 2
w 1

0
xwxwxxdx =

w2
x(1, t)−

w 1

0
w2

xdx =

[−g(wt(1, t))]
2 −

w 1

0
w2

xdx 6

C2
2w

2
t (1, t)−

w 1

0
w2

xdx,

I3(t) 6 2β
w 1

0
w2

xdx 6 1

2

w 1

0
w2

xdx,

(6)

最后,将式(6)代入式(5)化简可以得到

ṗ(t)6 (1 + C2
2 )w

2
t (1, t)−

w 1

0
w2

tdx− 1

2

w 1

0
w2

xdx 6

−1

2
E(t) +M1w

2
t (1, t),

其中M1 = 1 + C2
2 > 0. 证毕.

定定定理理理 1 设E(t)由式(2)定义,则E(t)指数衰减

E(t) 6 1 + ε

1− ε
e−

C
1+ε tE(0), ∀t > 0,

其中C =
ε

2
− β > 0.

证 由于Ėε(t) = Ė(t) + εṗ(t),由引理1和引理3
得

Ėε(t)6 β(
w 1

0
w2

tdx+
w 1

0
w2

xdx)− 2C1w
2
t (1, t)+

ε[M1w
2
t (1, t)−

1

2
E(t)] =

−(
ε

2
− β)E(t)− [2C1 − εM1]w

2
t (1, t).

选择ε足够小,使得2C1 − εM1 > 0,根据假设1有
ε

2
−

β > 0. 因此,根据引理2有

Ėε(t) 6 −CE(t) 6 − C

1 + ε
Eε(t),

C =
ε

2
− β > 0.

由Gronwall不等式有

Eε(t) 6 e−
C

1+ε tEε(0),

因此,由引理2有

E(t) 6 1 + ε

1− ε
e−

C
1+ε tE(0), ∀t > 0.

证毕.

3 半半半离离离散散散格格格式式式的的的一一一致致致指指指数数数稳稳稳定定定性性性

在本节,本文讨论连续系统(1)的半离散格式的一
致指数稳定性. 采用降阶有限差分方法,该方法已在
文献[20]中应用于线性PDE系统.

3.1 半半半离离离散散散格格格式式式

引入辅助变量

u(x, t) = wx(x, t), v(x, t) = wt(x, t), (7)

则系统(1)变成下述奇异PDE:

ut(x, t) = vx(x, t), 0 < x < 1, t > 0,

vt(x, t) = ux(x, t)−H(u(x, t)),

v(0, t) = 0,

u(1, t) + g(v(1, t)) = 0,

u(x, 0) = u0(x) = w0
x(x),

v(x, 0) = v0(x) = w1(x).

(8)

首先,对于固定N ∈ N∗,给出空间区域[0, 1]的等

距划分为

0 = x0 < · · · < xi = ih < · · · < xN+1 = 1,
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其中网格大小h=
1

N+1
. 设xi+1

2
=(i+

1

2
)h为区间[xi,

xi+1]的中点,为了简化,引入以下符号:设q(x)是一个

光滑函数且{qi}N+1
i=0 是q(x)在网格节点{xi}N+1

i=0 处的

值.平均算子qi+ 1
2
、一阶差分算子δxqi+ 1

2
和二阶差分

算子δ2xqi的定义可参考文献[20],即

xi+ 1
2
= xi +

h

2
,

qi+ 1
2
=
qi+1 + qi

2
, δxqi+ 1

2
=
qi+1 − qi

h
,

δ2xqi =
δxqi+ 1

2
− δxqi− 1

2

h
=
qi+1 − 2qi + qi−1

h2
,

δxqi+ 1
2
= qx(xi+ 1

2
) + o(h2),

δ2xqi = qxx(xi) + o(h2).

假设 v(x, t)和u(x, t)是系统 (8)的解,令 {Wj(t)}j,
{Vj(t)}j和{Uj(t)}j是网格节点{xj}j处的网格函数,

满足

Wj(t) = w(xj, t),

Vj(t) = v(xj, t),

Uj(t) = u(xj, t).

系统(8)的第1个方程在(xj+ 1
2
, t)处成立,即

u′(xj+ 1
2
, t)− vx(xj+ 1

2
, t) = 0,

其中xj+ 1
2
= (j +

1

2
)h,符号“′”表示对时间t的导数.

用差分算子δx替代微分算子∂x得到

U ′
j+ 1

2
(t)− δxVj+ 1

2
(t) = O(h2). (9)

类似地,对于系统(8)的第2个方程,有

V ′
j+ 1

2
(t)−δxUj+ 1

2
(t)+H(Uj+ 1

2
)=O(h2). (10)

对于式(7),有

Uj+ 1
2
(t) = δxWj+ 1

2
(t) +O(h2), (11)

Vj+ 1
2
(t) =W ′

j+ 1
2
(t) +O(h2). (12)

去掉式(9)–(12)中的无穷小项,并且分别用wj(t),

uj(t)和vj(t)代替Wj(t), Uj(t)和Vj(t),本文得到系统

(8)的半离散有限差分格式如下:

u′
j+ 1

2
(t)− δxvj+ 1

2
(t) = 0,

v′
j+ 1

2
(t) = δxuj+ 1

2
(t)−H(uj+ 1

2
(t)),

v0(t) = 0, uN+1(t) + g(vN+1(t)) = 0,

uj(0) = u0
j , vj(0) = v0j ,

uj+ 1
2
(t) = δxwj+ 1

2
(t),

vj+ 1
2
(t) = w′

j+ 1
2
(t), j = 0, 1, · · · , N.

(13)

由于uj和vj是被额外引入的,下面消去这些变量,以

得到原始系统 (1)的半离散差分格式. 为此,在式 (13)

的第2个方程左右两边同乘
h

2
有

h

2
v′j+ 1

2
=
uj+1 − uj

2
− h

2
H(uj+ 1

2
). (14)

由式(13)的后两个等式可知

uj+1 = uj+ 1
2
+
uj+1 − uj

2
=

δxwj+ 1
2
+
h

2
w′′

j+ 1
2
+
h

2
H(δxwj+ 1

2
),

uj = δxwj+ 1
2
− h

2
w′′

j+ 1
2
− h

2
H(δxwj+ 1

2
).

因此有

0=
h

2
w′′

j− 1
2
+
h

2
w′′

j+ 1
2
+
h

2
[H(δxwj− 1

2
)+

H(δxwj+ 1
2
)]− δxwj+ 1

2
+ δxwj− 1

2
.

令j = N有

uN+1 = δxwN+ 1
2
+
h

2
w′′

N+ 1
2
+
h

2
H(δxwN+ 1

2
).

结合式(13)的第3个等式有

0=
h

4
(w′′

N + w′′
N+1) + δxwN+ 1

2
+

h

2
H(δxwN+ 1

2
) + g(w′

N+1).

最终得到原系统(1)的半离散格式如下:

1

4
(w′′

j−1 + 2w′′
j + w′′

j+1)− δ2xwj+

1

2
[H(δxwj− 1

2
)+H(δxwj+ 1

2
)]=0, 16j6N,

h

4
(w′′

N + w′′
N+1) + δxwN+ 1

2
+

h

2
H(δxwN+ 1

2
) + g(w′

N+1) = 0,

w0(t) = 0, wj(0) = w0(xj),

w′
j(0) = w1(xj), j = 0, · · · , N + 1.

(15)

3.2 半半半离离离散散散格格格式式式的的的一一一致致致指指指数数数稳稳稳定定定性性性

在本小节中,给出半离散格式(15)的一致指数稳

定性证明. 定义系统(15)的能量为

Eh(t) =

h
N∑
j=0

[|
w′

j+1 + w′
j

2
|2 + |wj+1 − wj

h
|2], (16)

它实际上是(2)中定义的连续能量E(t)的离散化. 下

面的引理4与引理1平行.

引引引理理理 4 由式(16)定义的离散能量Eh(t)满足

Ėh(t) =−2g(w′
N+1)w

′
N+1 −

2h
N∑
j=0

H(δxwj+ 1
2
)w′

j+ 1
2
, (17)

由假设1可知
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Ėh(t)6 βh[
N∑
j=0

(δxwj+ 1
2
)2 +

N∑
j=0

(w′
j+ 1

2
)2]−

2C1|w′
N+1|2. (18)

证证证 在式(15)的第1个等式左右两边同乘hw′
j ,并

对j从1到N求和

0=
h

4

N∑
j=1

(w′′
j−1 + 2w′′

j + w′′
j+1)w

′
j +

h

2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
) +H(δxwj+ 1

2
)]w′

j −

h
N∑
j=1

wj+1 − 2wj + wj−1

h2
w′

j ,

L1 + L2 + L3. (19)

下面估计上述定义的每一项Li, i = 1, 2, 3. 对于
第1项L1,有

L1 =
h

4

N∑
j=1

(w′′
j−1 + 2w′′

j + w′′
j+1)w

′
j =

h

4

N∑
j=0

(w′′
j + w′′

j+1)w
′
j +

h

4

N−1∑
j=0

(w′′
j + w′′

j+1)w
′
j+1 =

h

4

N∑
j=0

(w′′
j + w′′

j+1)(w
′
j + w′

j+1)−

h

4
(w′′

N + w′′
N+1)w

′
N+1. (20)

同理,对于第2项L2和第3项L3,有

L2=
h

2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
)+H(δxwj+ 1

2
)]w′

j=

h

2

N∑
j=0

H(δxwj+ 1
2
)w′

j+

h

2

N−1∑
j=0

H(δxwj+ 1
2
)w′

j+1 =

h
N∑
j=0

H(δxwj+ 1
2
)w′

j+ 1
2
−

h

2
H(δxwN+ 1

2
)w′

N+1,

L3=−h
N∑
j=1

wj+1 − 2wj + wj−1

h2
w′

j =

− 1

h

N∑
j=0

(wj+1 − wj)(w
′
j − w′

j+1)−

1

h
(wN+1 − wN)w

′
N+1.

(21)

在式(15)的第2个等式左右两边同乘w′
N+1得到

0=
h

4
(w′′

N + w′′
N+1)w

′
N+1 + δxwN+ 1

2
w′

N+1 +

h

2
H(δxwN+ 1

2
)w′

N+1 + g(w′
N+1)w

′
N+1. (22)

将式(20)–(21)中L3代入式(19)得到

0=
h

4

N∑
j=0

(w′′
j + w′′

j+1)(w
′
j + w′

j+1) +

1

h

N∑
j=0

(wj+1 − wj)(w
′
j+1 − w′

j)−

h

4
(w′′

N + w′′
N+1)w

′
N+1 −

1

h
(wN+1 − wN)w

′
N+1 +

h

2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
) +H(δxwj+ 1

2
)]w′

j. (23)

此外,由式(22)–(23),有

0=
h

4

N∑
j=0

(w′′
j + w′′

j+1)(w
′
j + w′

j+1) +

1

h

N∑
j=0

(wj+1 − wj)(w
′
j+1 − w′

j) +

h

2
H(δxwN+ 1

2
)w′

N+1 + g(w′
N+1)w

′
N+1 +

h

2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
) +H(δxwj+ 1

2
)]w′

j, (24)

将式(21)中L2代入式(24)得到

0=
h

4

N∑
j=0

(w′′
j + w′′

j+1)(w
′
j + w′

j+1) +

1

h

N∑
j=0

(wj+1 − wj)(w
′
j+1 − w′

j) +

h
N∑
j=0

H(δxwj+ 1
2
)w′

j+ 1
2
+ g(w′

N+1)w
′
N+1,

(25)

因此

Ėh(t) =
h

2

N∑
j=0

(w′′
j + w′′

j+1)(w
′
j + w′

j+1) +

2

h

N∑
j=0

(wj+1 − wj)(w
′
j+1 − w′

j) =

−2h
N∑
j=0

H(δxwj+ 1
2
)w′

j+ 1
2
−

2g(w′
N+1)w

′
N+1. (26)

证毕.

与式(3)相同,为离散格式(15)构造Lyapunov函数
Lh(t)为

Lh(t) = Eh(t) + εψh(t), 0 < ε < 1, (27)

其中

ψh(t) =

2h
N∑
j=1

w′
j+1 + 2w′

j + w′
j−1

4
j
wj+1 − wj−1

2
+

1

2
(w′

N + w′
N+1)(wN+1 − wN). (28)
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下述引理5是引理2的离散对应.

引引引理理理 5 令0 < ε < 1,则由式(27)定义的Lyapu-

nov函数Lh(t)满足

(1− ε)Eh(t) 6 Lh(t) 6 (1 + ε)Eh(t). (29)

证 根据式(28)的定义

|ψh(t)| =

|2h
N∑
j=1

w′
j+1 + 2w′

j + w′
j−1

4
j
wj+1 − wj−1

2
+

1

2
(w′

N + w′
N+1)(wN+1 − wN)| 6

h
N∑
j=1

(
wj+1 − wj−1

2h
)2 +

h
N∑
j=1

(
w′

j+1 + 2w′
j + w′

j−1

4
)2 +

h

2
(
wN+1 − wN

h
)2 +

h

2
(
w′

N+1 + w′
N

2
)2 6

h

2

N∑
j=1

(
wj+1 − wj

h
)2 +

h

2

N∑
j=1

(
wj − wj−1

h
)2 +

h

2

N∑
j=1

(
w′

j+1 + w′
j

2
)2 +

h

2

N∑
j=1

(
w′

j + w′
j−1

2
)2 +

h

2
(
wN+1 − wN

h
)2 +

h

2
(
w′

N+1 + w′
N

2
)2 6

h
N∑
j=0

(
wj+1 − wj

h
)2 + h

N∑
j=0

(
w′

j+1 + w′
j

2
)2 =

Eh(t),

因此,

−Eh(t) 6 ψh(t) 6 Eh(t),

从而有

(1− ε)Eh(t) 6 Lh(t) 6 (1 + ε)Eh(t).

证毕.

下面的引理6是引理3的离散对应.

引引引理理理 6 由式(28)定义的辅助函数ψh(t)满足

dψh(t)

dt
6 −1

2
Eh(t) +M1|w′

N+1|2, (30)

其中M1由假设1定义.

证 注意到

1

2

dψh(t)

dt
=

h
N∑
j=1

w′
j+1 + 2w′

j + w′
j−1

4
j
w′

j+1 − w′
j−1

2
+

1

4
(w′

N + w′
N+1)(w

′
N+1 − w′

N) +

h
N∑
j=1

w′′
j+1 + 2w′′

j + w′′
j−1

4
j
wj+1 − wj−1

2
+

1

4
(w′′

N + w′′
N+1)(wN+1 − wN) ,

I1 + I2 + I3 + I4. (31)

下面估计由式(31)定义的所有项Ii, i = 1, 2, 3, 4.

对于I1,有

I1 = h
N∑
j=1

w′
j+1 + 2w′

j + w′
j−1

4
j
w′

j+1 − w′
j−1

2
=

h

8

N∑
j=1

j[(w′
j+1 + w′

j)
2 − (w′

j + w′
j−1)

2] =

h

8

N∑
j=0

j(w′
j+1 + w′

j)
2 −

h

8

N−1∑
j=0

(j + 1)(w′
j+1 + w′

j)
2 =

−h
2

N∑
j=0

(
w′

j+1 + w′
j

2
)2 +

1

8
(w′

N+1 + w′
N)

2.

(32)

对于I3,由式(15),有

I3 =

h
N∑
j=1

w′′
j+1 + 2w′′

j + w′′
j−1

4
j
wj+1 − wj−1

2
=

h
N∑
j=1

{δ2xwj −
1

2
[H(δxwj− 1

2
) +

H(δxwj+ 1
2
)]}jwj+1 − wj−1

2
=

1

2h

N∑
j=1

j(wj+1 − wj−1)(wj+1 − 2wj + wj−1)−

h

2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
) +H(δxwj+ 1

2
)]j
wj+1 − wj−1

2
.

(33)

又

1

2h

N∑
j=1

j(wj+1 − wj−1)(wj+1 − 2wj + wj−1) =

1

2h

N∑
j=1

j(wj+1 −wj)
2 − 1

2h

N∑
j=1

j(wj −wj−1)
2 =

−h
2

N∑
j=0

(
wj+1 − wj

h
)2 +

1

2
(
wN+1 − wN

h
)2,

(34)

将式(34)代入式(33)得到

I3 =

−h
2

N∑
j=0

(
wj+1 − wj

h
)2 +

1

2
(
wN+1 − wN

h
)2 −

h

2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
) +H(δxwj+ 1

2
)]j
wj+1 − wj−1

2
.

(35)

对于I4,由于式(15),有
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I4 =
1

4
(w′′

N + w′′
N+1)(wN+1 − wN) =

(wN+1 − wN)(−
1

h
)(δxwN+ 1

2
+

h

2
H(δxwN+ 1

2
) + g(w′

N+1)) =

−(
wN+1 − wN

h
)2 − 1

2
H(δxwN+ 1

2
)×

(wN+1−wN)−
1

h
g(w′

N+1)(wN+1−wN). (36)

将式(32)(35)–(36)代入到式(31)得到
1

2

dψh(t)

dt
=

−h
2

N∑
j=0

(
w′

j+1 + w′
j

2
)2 +

1

8
(w′

N+1 + w′
N)

2 +
1

4
[(w′

N+1)
2 − (w′

N)
2]−

h

2

N∑
j=0

(
wj+1 − wj

h
)2 +

1

2
(
wN+1 − wN

h
)2 −

h

2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
) +H(δxwj+ 1

2
)]j ×

wj+1 − wj−1

2
− (

wN+1 − wN

h
)2 −

1

2
H(δxwN+ 1

2
)(wN+1 − wN)−

1

h
g(w′

N+1)(wN+1 − wN). (37)

由于

1

8
(w′

N+1 + w′
N)

2 +
1

4
[(w′

N+1)
2 − (w′

N)
2] =

1

8
[3(w′

N+1)
2 + 2w′

N+1w
′
N − (w′

N)
2] 6

1

2
|w′

N+1|2,

故

1

2

dψh(t)

dt
6

−1

2
(
wN+1 − wN

h
)2 − 1

h
g(w′

N+1)×

(wN+1 − wN)−
h

2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
) +

H(δxwj+ 1
2
)]j
wj+1 − wj−1

2
−

1

2
H(δxwN+ 1

2
)(wN+1 − wN)−

h

2

N∑
j=0

(
w′

j+1 + w′
j

2
)2 +

1

2
|w′

N+1|2 −

h

2

N∑
j=0

(
wj+1 − wj

h
)2 , J1 + J2 + J3, (38)

现在估计每一项Ji, i=1, 2, 3. 对于J1,根据假设1

有

J1 =−1

2
(
wN+1 − wN

h
)2 −

g(w′
N+1)

wN+1 − wN

h
6

−1

2
(−g(w′

N+1))
2 + (g(w′

N+1))
2 =

1

2
(g(w′

N+1))
2 6 C2

2

2
|w′

N+1|2. (39)

对于J2,由假设1,有

J2 =

−h
2

N∑
j=1

[H(δxwj− 1
2
) +

H(δxwj+ 1
2
)]j
wj+1 − wj−1

2
−

1

2
H(δxwN+ 1

2
)(wN+1 − wN) 6

βh

2

N∑
j=1

(|δxwj− 1
2
|+

|δxwj+ 1
2
|)jwj+1 − wj−1

2
+

β

2
|δxwN+ 1

2
|(wN+1 − wN) =

β

4

N∑
j=1

(|wj+1 − wj|+

|wj − wj−1|)j(wj+1 − wj−1) +

β

2h
|wN+1 − wN |(wN+1 − wN) 6

β

2

N∑
j=1

j(|wj+1 − wj|2 + |wj − wj−1|)2 +

βh

2
|δxwN+ 1

2
|2 =

β

2

N∑
j=0

(2j + 1)|wj+1 − wj|2 6

βh
N∑
j=0

|δxwj+ 1
2
|2 6 h

4

N∑
j=0

|δxwj+ 1
2
|2. (40)

将(39)–(40)代入到式(38),化简可得
dψh(t)

dt
6

−h
N∑
j=0

(
w′

j+1 + w′
j

2
)2 +

(1 + C2
2 )|w′

N+1|2 −
h

2

N∑
j=0

(
wj+1 − wj

h
)2 6

−1

2
Eh(t) +M1|w′

N+1|2. (41)

根据假设1, M1 = 1 + C2
2 > 0. 证毕.

定定定理理理 2 半离散格式(15)一致指数衰减

Eh(t) 6
1 + ε

1− ε
e−

C
1+ε tEh(0), ∀t > 0,
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其中C =
ε

2
− β > 0.

证 根据引理4和引理6,有

L̇h(t) = Ėh(t) + εψ′
h(t) 6

βh
N∑
j=0

(
wj+1 − wj

h
)2 +

βh
N∑
j=0

(
w′

j+1 + w′
j

2
)2 − 2C1|w′

N+1|2 +

ε[M1|w′
N+1|2 −

1

2
Eh(t)] =

−(
ε

2
− β)Eh(t)− (2C1 − εM1)|w′

N+1|2.

选择ε > 0足够小,使得2C1 − εM1 > 0,并且根据假

设1有
ε

2
− β > 0. 因此,由引理5可知

L̇h(t)6−CEh(t) 6
−C
1 + ε

Lh(t), C =
ε

2
− β > 0.

根据Gronwall不等式可得

Lh(t) 6 e−
Ct
1+εLh(0),

由引理5,最终得到

Eh(t) 6
1 + ε

1− ε
e−

Ct
1+εEh(0).

证毕.

3.3 数数数值值值模模模拟拟拟

在本小节中,通过数值实验进一步验证有限差分
半离散格式(15)的一致指数稳定性结论.由于易证半
离散系统(15)和(13)是等价的,因此,只需验证系统
(13)的一致指数稳定性. 首先,给出满足假设1条件的
一个线性函数g1和两个非线性函数g2, g3,以及非线性
项H :g1(s) = 2.5s, g2(s) = 3s+ sin

πs

2
,

g3(s) = 2s+ ln(1 + s4), H(s) = 0.005 sin s,

(42)

从图1可以看出,上述的4个函数g1, g2, g3,和H满足假
设1的条件,其中: β = 0.005, C1=0.5, C2= 7. 为了
通过数值模拟验证离散能量的一致指数衰减性,在数
值实验中取初值如下:u0(x) = sin(3x) + x2,

v0(x) = sinx2 + x2 + 2x.
(43)

图2展示了当空间节点个数N=20,迭代参数Θ=

0.8时,系统(13)的离散能量

Fh(t) = h
N∑
j=0

(u2
j+ 1

2
+ v2

j+ 1
2
), (44)

在3个边界控制条件和一个方程非线性项(42)下的一
致指数衰减性,这与在定理2中得到的理论结果是一
致的.
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图 1 边界反馈控制

Fig. 1 Boundary feedback control
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图 2 能量衰减速率

Fig. 2 Energy decay rate

4 结结结论论论

本文证明了一类非线性波动方程的半离散格式在

边界非线性反馈控制下的一致指数稳定性. 首先,利
用能量乘子法,证明了由非线性波动方程描述的连续
系统的指数稳定性;其次,针对如何将上述连续系统
离散的问题,采用降阶法克服了人为构造数值粘性项
的困难,将原系统转化为带有辅助变量的奇异PDE系
统.利用有限差分法对奇异系统进行有限差分的空间
变量离散化. 在消除辅助变量后,得到了原始系统的
半离散有限差分格式. 该方法也可以用于构造其他类
型非线性偏微分系统的离散格式. 再次利用能量乘子
法,得到了半离散系统的一致指数稳定性,并通过数
值模拟验证了稳定性结论.本文的结果表明,这样的
有穷维离散格式保留了原无穷维系统最重要的物理

特性. 为以后对其他类型的非线性系统的研究提供了
更多思路. 因为本文主要关注控制性质在离散过程中
的保持特性,没有讨论离散格式的解的收敛性. 离散
格式的收敛性自然是一个重要的数学问题,留待后续
的研究.
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