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摘要:本文主要分析具有锥不变性和无界时滞的分数阶线性系统的稳定性和输入输出增益.这类系统的轨迹通
常被限制在一个正则锥里面,是分数阶时滞正系统的一种推广形式. 首先,利用系统状态方程的解的轨迹,一个保
证其锥不变性的充要条件被给出.根据正则锥上的偏序关系,给出了保证分数阶锥不变时滞系统的稳定性的充要条
件.该方法同样适用于系统在无时滞下的情形,这意味着分数阶时滞锥不变系统的稳定性对时滞的大小不敏感;此
外,通过取整函数来构造一个采样系统并分析其状态轨迹与无时滞副本系统的状态轨迹偏序关系,从而以系统矩阵
的形式给出分数阶输入输出锥不变系统的锥诱导增益的刻画;最后,提供一个数值例子来说明理论结果.
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Abstract: This paper mainly studies the stability and input-output gain of fractional-order linear systems with cone
invariance and unbounded time-varying delays. The trajectories of such systems are usually restricted in a proper cone,
which is a generalization of fractional-order delayed positive systems. Firsly, using the trajectory of the solution of the
system state equation, a necessary and sufficient condition that ensures the cone invariance of the system is given. According
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1 引引引言言言

锥不变系统是一组状态轨迹被限制在一个正则锥

体内的动力系统,近年来引起了学者们的广泛关注.

此类系统在多智能体系统会合[1]和化学反应网络[2]中

具有广泛的应用. 此外,文献[3]中指出几何布朗运动

的二阶矩动力学可以转化为定义由在全正半定矩阵

组成的锥集上的矩阵微分系统.需要特别指出的是,

正系统是一种特殊类型的锥不变系统,其不变锥集是

整个非负象限.正系统通常被用于模拟涉及非负量的

物理系统,例如房室系统和电路系统[4–6].

一方面,稳定性分析是研究锥不变系统动力学行

为的基本问题.然而,对于大多数实际的物理系统而
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言,其状态的演化不仅受到当前时刻的影响,还受到
过去时刻的影响,从而产生时滞现象.作为锥不变时
滞系统的典型特例,正时滞系统的稳定性分析已经取
得了大量的成果.在文献[7]中, Liu等人发现线性正时
滞系统可以实现稳定性,当且仅当系统矩阵之和为
Hurwitz矩阵. 对于离散时间线性正时滞系统,文献[8]
证明系统可以实现稳定性当且仅当系统矩阵之和

为Schur矩阵. 需要特别注意的是,由于系统的正性,
线性正时滞系统的稳定性不受有界时间时滞大小的

影响.随后, v许多针对不同类型的线性正时滞系统的
稳定性分析的结果被相继报道,例如微分–差分耦合
系统、奇异系统、切换系统、分数阶系统和受控系

统[9–14]. 然而,需要指出的是,这些结果都只考虑了有
界时滞的情况. 相反,本文致力于研究无界时滞下锥
不变系统的稳定性分析问题.

事实上,分数阶微积分已被广泛用于描述生物系
统和电路系统.特别是在电路系统领域,当电流方向
保持一致时,许多经典线性电路系统在文献[15]中被
建模为分数阶正系统.考虑到电路系统中电容、电感
和晶体管等电路元件的响应时间,电流信号在传输过
程中会产生延迟现象.因此,分析电流方向恒定且具
有电流信号延迟现象的电路系统的稳定性,可以归结
为分析分数阶时滞正系统的稳定性. 而分数阶时滞正
系统又是分数阶时滞锥不变系统的一个典型特例. 然
而,目前关于于分数阶时滞锥不变系统(包括分数阶时
滞正系统)的稳定性的成果还很少. 在文献[16]中,一
种分数阶积分型Lyapunov-Krasovskii函数被提出,用
来分析具有常时滞的分数阶正系统的稳定性. 针对变
时滞情形,在文献[17]中, Shen等人指出在相同初值
下,具有变时滞的分数阶系统的轨迹与其具有常时
滞(该时滞为变时滞的上界)的副本系统的轨迹的偏序
关系始终保持不变,并进一步提出了实现系统稳定性
的充要条件.然而,需要注意的是上述两种方法只适
用于有界时滞的情形. 针对具有无界时滞的锥不变系
统,如何设计用来比较的副本系统是分析其稳定性的
关键.

另一方面,控制系统的输入输出增益决定了系统
对输入信号的放大或缩小程度,从而影响系统的响应
特性. 特别是在电路系统中,输入信号的幅度可能很
小,需要通过放大器电路进行放大以便进一步处理或
传输,而研究输入输出增益有助于设计合适的放大器
电路. 对于一般的线性系统,通常使用L2增益来衡量

系统的性能指标[18–19]. 而对于正系统而言,使用的更
多的是L1和L∞增益,并且当系统是线性时,其L1增益

就是其对偶系统的L∞增益
[20]. 文献[21]指出具有常

时滞的正系统的加权L∞增益与其时滞大小无关.需
要注意的是, ∞–范数也可以是被视为由定义在非负
象限上的偏序关系而导出的范数. 从这个观点出发,

本文致力于由利用定义在一般正则锥上的偏序关系

而衍生的锥诱导范数来刻画锥不变系统的输入输出

增益.

基于上述讨论,本文研究了具有无界时滞的分数

阶锥不变系统的稳定性和输入输出增益问题.首先,

利用Mittag-Leffler函数的非负性质,得出实现系统的

锥不变性的充要条件;其次,借助数学归纳法和比较

原则,得出实现系统稳定性的充要条件,这两种方法

同样适用于无时滞或有界时滞的情形,这说明分数阶

系统的锥不变性和稳定性与时滞的大小无关;最后,

利用取整函数构造了一个采样系统,并揭露了分数阶

锥不变时滞系统与其对应的采样系统和无时滞副本

系统三者轨迹之间的偏序关系,从而,以系统矩阵的

形式给出其输入输出增益的精确刻画.

2 预预预备备备知知知识识识

首先,需要引入一些符号定义. Rn代表n维实向量

空间, Rn
+代表n维非负实向量空间, Rn×m代表n×m

维实矩阵空间, R+代表非负实数空间, 111n是n维元素

全为 1的向量, In为n维单位矩阵, ⌊·⌋为取整算子,

L∞([a, b];Rn), {fff : [a, b]→Rn|ess sup
t>0

fff(t)<∞}

表示本性有界的n维向量函数空间. 给定一个集合

K∈Rn,令 intK和∂K分别为K的内部和边界, KG代

表K的所有元素的非负线性组合,且当K=KG, K可

以称为一个锥.定义K∗ ,{xxx ∈ Rn|xxxTyyy>0, yyy∈K}
为K的对偶锥.给定一个矩阵A ∈ Rn×n,定义AK,
{Axxx|xxx∈K}. 当K ∩ −K={000},则称凸锥K是尖的,

并且当 intK ̸= ∅,称凸锥K是实心的. 当凸锥K是尖

的且是实心,称K是一个正则锥.一个正则锥K可以

诱导出一个偏序关系,即对任意xxx,yyy ∈ Rn,偏序关

系xxx ≼K yyy(或xxx ≺K yyy)成立,当且仅当yyy − xxx ∈ K(或

yyy − xxx ∈ intK)成立.

给定一个正则锥K和一个矩阵A ∈ Rn×n,如果

AK⊆K,则称A是K非负矩阵,如果A(K\{000})⊆
intK,则称A是K正矩阵. 对于任意xxx ∈ K和yyy ∈ K

满足xxxTyyy=0,有xxxTAyyy > 0,则称A是关于K的cross-

positive矩阵. 令λi(A)为A的第i个特征根(i=1, · · · ,
n), Re(λi(A))表示的是λi(A)的实部, arg(λi(A))为

λi(A)的辐角.

接下来,需要介绍一些相关的定义和定理.

定定定义义义 1 [4] 令f(t)为可微函数,则f(t)的Caputo

分数阶导数定义为

Dν
t f(t) =

1

Γ (1− ν)

w t

0
(t− ζ)−νf ′(ζ)dζ,

其中: ν ∈ (0, 1)为阶数, Γ (·)为伽马函数.
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定定定义义义 2 [4] Mittag-Leffler函数定义为

Eα,γ(c) =
∞∑
k=0

ck

Γ (ka+ b)
,

其中: c为一个复数, a, b > 0为常数.

定定定义义义 3 [22] 给定正则锥K ∈ Rn和向量vvv ∈
intK.对任意xxx ∈ Rn,定义范数∥xxx∥v = inf{α > 0|−
αvvv ≼K xxx ≼K αvvv}.

注注注 1 注意到对任意xxx,yyy ∈ K满足000 ≼K xxx ≼K yyy,有

∥xxx∥v 6 ∥yyy∥v . 对任意矩阵A ∈ Rn×n,其矩阵范数定义为

∥A∥v= sup
∥xxx∥v=1

∥Axxx∥v . 特别地,当A是K非负矩阵时, ∥A∥v=

∥Avvv∥v .

引引引理理理 1 [23] 给定正则锥K和关于K是 cross-
positive的矩阵A,则下列命题等价: 1) A是Hurwitz矩
阵; 2)存在向量ηηη ∈ intK使得Aηηη ≺K 000; 3)存在向量
ξξξ ∈ intK∗使得ATξξξ ≺K∗ 000; 4) −A−1是K正矩阵.

引引引理理理 2 [23] 当A是关于K的cross-positive矩阵,
则有: 1)存在一个常数α > 0使得A+ αIn为K非负

矩阵; 2) λmax(A) , max
16i6n

Re(λi(A))为A的一个特

征根.

3 主主主要要要结结结果果果

3.1 锥锥锥不不不变变变性性性

考虑一个分数阶线性时滞系统Dν
t xxx(t) = Axxx(t) +Adxxx(t− d1(t)) +Bwww(t),

yyy(t) = Cxxx(t) + Cdxxx(t− d2(t)) +Dwww(t),
(1)

其中: xxx(t) ∈ Rn和yyy(t) ∈ Rp分别是系统的状态和输

出, ν ∈ (0, 1)为阶数, d1(t), d2(t) > 0为分段连续函

数,www(t) ∈ Lm
∞(R+;Rm)为 外 部 输 入, A ∈ Rn×n,

Ad ∈ Rn×n,B ∈ Rn×m,C ∈ Rp×n,Cd ∈ Rp×n,D ∈
Rp×m均为常数矩阵. 首先,针对d1(t)和d2(t)需要做
出下列假设:

假假假设设设 1 d1(t)和d2(t)满足以下条件: 1)存在时
刻T >0,使得µ , sup

t>T

d1(t)/t满足µ∈ [0, 1); 2)存在

一个单调递增的数列 {tj}∞j=1 满足 tj > 0,使得
lim
j→∞

tj − d2(tj) = ∞,并且ρ , inf
t>0

t− d2(t)有界.

令ϱ , inf
t∈[0,T ]

t−d1(t), τ = −min{ρ, ϱ, 0}.基于

假设1,系统(1)的初值可以定义为xxx(s) = ψψψ(s),其中
s ∈ [−τ, 0], ψψψ(·) ∈ L∞([−τ, 0];Rn). 令xxx(t,ψψψ)和
yyy(t,ψψψ)分别为系统(1)在初值为ψψψ(·)下的状态轨迹和
输出轨迹,则该系统的锥不变性定义如下:

定定定义义义 4 给定正则锥Kx∈Rn, Kw ∈ Rm和Ky∈
Rp. 对任意初值ψψψ(s) ∈ Kx (∀s ∈ [−τ, 0])和外部输
入www(t) ∈ Kw (∀t > 0),有xxx(t,ψψψ) ∈ Kx和yyy(t,ψψψ) ∈
Ky (∀t > 0)成立,则称系统 (1)是关于(Kx,Ky,Kw)

的锥不变系统.

保证系统(1)锥不变性的充要条件给出如下:

定定定理理理 1 给定3个正则锥Kx ∈ Rn, Kw ∈ Rm和

Ky∈Rp. 在假设1满足的前提下,系统(1)是关于(Kx,

Ky,Kw)的锥不变系统,当且仅当A是关于Kx的cro-
ss-positive矩阵, AdKx ⊆ Kx, BKw ⊆ Kx, CKx ⊆
Ky, CdKx ⊆ Ky, DKw ⊆ Ky.

证 (充分性)根据系统(1)和引理2,可以得到

Dν
t xxx(t) =−αxxx(t) + (A+ αIn)xxx(t) +

Adxxx(t− d1(t)) +Bwww(t), (2)

其中α > 0是保证A+ αIn为K非负矩阵的常数. 根
据式(2),可以得出

xxx(t) =Θ1(t)ψψψ(0) +
w t

0
Θ2(t− ζ)([αIn +A]xxx(ζ)+

[Ad]xxx(ζ − d1(ζ))) +Bwww(ζ)dζ, (3)

其 中: Θ1(t) = Eν,1(−αtν), Θ2(t)= t
ν−1Eν,ν(−αtν).

根据文献[15, Lemma 1.1],可知Θ1(t)和Θ2(t)为非负

函数. 根据反证法,假设Kx不是xxx(t,ψψψ)的不变集,对
任意∆T >0, ψψψ(s) ≻Kx

000, andwww(t)≽Kw
000,定义S =

{t ∈ [0,∆T ]|xxx(t,ψψψ) ̸∈ Kx}和t0 = inf S ,则对任意
ζζζ∈K∗

x ,有ζζζTxxx(t0) > Θ1(t)ζζζ
Tψψψ(0) > 0,这与t0的定

义矛盾,因此xxx(t,ψψψ) ≽Kx
000对于所有的 t > 0成立.

由于CKx ⊆ Ky, CdKx ⊆ Ky和DKw ⊆ Ky, yyy(t,
ψψψ) ≽Ky

000也对于所有的t > 0成立.

(必要性)首先证明A是关于Kx的cross-positive矩
阵. 如果不是,一定存在两个向量ζζζ ∈ K∗

x和ηηη ∈ Kx

满足ζζζTηηη = 0,使得ζζζTAηηη < 0. 令www(t) = 000, d1(t) =
d2(t) = 1, ψψψ(s) = (1 + s)ηηη和 f(t) = ζζζTDν

t xxx(t),有
s ∈ [−1, 0]和f(0)=ζζζTAηηη < 0. 由于ψψψ(s)在 [−1, 0]

上连续,根据连续函数的局部保号性,一定存在一个
常数δ > 0,使得f(t) < 0对于所有的t ∈ [0, δ]成立,
从而有

ζζζTxxx(δ) =
1

Γ (ν)

w δ

0
(δ − ζ)ν−1f(ζ)dζ < 0,

这与系统 (1)的锥不变性矛盾. 所以, A是关于Kx的

cross-positive矩阵. 如果AdKx ̸⊆ Kx,则存在ζζζ ∈ K∗
x

和ηηη ∈ Kx,使得ζζζTAdηηη < 0. 令www(t) = 000, d1(t) =
d2(t) = 1,ψψψ(s) = sηηη和 f(t) = ζζζTDν

t xxx(t),有f(0)=
ζζζTAdηηη < 0. 同理可得存在一个常数 δ > 0使得

ζζζTxxx(δ) < 0,这仍然与系统 (1)的锥不变性矛盾. 所
以, AdKx ⊆ Kx. 如果BKw ̸⊆ Kx,则存在ζζζ ∈ K∗

x和

ηηη ∈ Kw使得ζζζTBηηη < 0. 令www(t) = ηηη,类似的讨论可
以推导出存在常数δ > 0使得ζζζTxxx(δ) < 0,这依然与
系统(1)的锥不变性矛盾. 所以, BKw ⊆ Kx. 同理可
得CKx ⊆ Ky, CdKx ⊆ Ky和DKw ⊆ Ky. 证毕.
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4 稳稳稳定定定性性性

这一节将会给出一个充要条件来实现系统(1)在
www = 000和锥不变性满足时的渐近稳定性. 在具体结果
呈现之前,需要给出以下引理.

引引引理理理 3 在假设 1满足的前提下,如果存在ηηη ∈
intKx使得(A+Ad)ηηη ≼Kx

000,则: 1)当φφφ(s) = ηηη(s ∈
[−τ, 0]),有xxx(t,ηηη) ≼Kx

ηηη对所有的 t > 0成立; 2)当
φφφ(s)=−ηηη,有−ηηη ≼Kx

xxx(t,−ηηη)对所有的t>0成立.

证 令eeex(t) = ηηη − xxx(t,ηηη),可得

Dν
t eeex(t) =

Aeeex(t) +Adeeex(t− d1(t))− (A+Ad)ηηη,

其中eeex(s) = 000(s ∈ [−τ, 0]). 将−(A+Ad)ηηη视为一

个外部输入,根据定理1,可得eeex(t) ≽Kx
000对于任意

t > 0成立,这等价于xxx(t,ηηη) ≼Kx
ηηη. 重新定义eeex(t) =

xxx(t,−ηηη) + ηηη,同理可得−ηηη ≼Kx
xxx(t,−ηηη)对所有的

t > 0成立. 证毕.

系统(1)关于初值的单调性可以总结为下列引理.

引引引理理理 4 在假设 1满足的前提下,对任意ψψψ1(s),

ψψψ2(s) ∈ Rn (s ∈ [−τ, 0])满足ψψψ1(s) ≼Kx
ψψψ2(s),有

xxx(t,ψψψ1) ≼Kx
xxx(t,ψψψ2)对所有的t > 0成立.

该引理可以直接从系统(1)的线性和锥不变性得
出.

引引引理理理 5 考虑假设1成立. 如果存在ηηη ∈ intKx使

得(A+Ad)ηηη ≺Kx
000,则 lim

t→∞
xxx(t,ηηη) = 000.

证

步步步骤骤骤 1 由于(A+Ad)ηηη ≺Kx
000严格成立,则有

Aηηη ≺Kx
000. 根据引理1, A是Hurwitz矩阵, −A−1是

Kx正矩阵,且000 ≼Kx
−A−1Adηηη ≺Kx

ηηη. 由于该不等
式严格成立,则一定存在一个常数 ϵ ∈ (0, 1)使得

−A−1Adηηη ≼Kx
(1− ϵ)ηηη. 定义

Dν
t zzz(t) = Azzz(t) +Adηηη, (4)

其中zzz(s) = ηηη, s ∈ [−τ, 0]. 根据定理 1,对任意 t >
0,都有zzz(t) ∈ Kx. 令eeez(t) = zzz(t) + A−1Adηηη,有
Dν

t eeez(t)=Aeeez(t)和eeez(s) ≽K 000. 由于A是Hurwitz的,
所以lim

t→∞
eeez(t)=000,这可以推出lim

t→∞
zzz(t)=−A−1Adηηη.

因此,一定存在某个时刻t1使得zzz(t) ≼Kx
(1− ϵ)ηηη对

任意t > t1成立. 定义eeez(t) = zzz(t)− xxx(t,ηηη),有

Dν
t eeex(t) = Aeeex(t) +Ad(ηηη − xxx(t− d1(t))),

其中eeex(s) = 000. 根据引理3和定理1, eeex(t) ≽Kx
000对任

意t > 0成立,这得出xxx(t,ηηη) ≼K zzz(t) ≼K (1− ϵ)ηηη对

任意t > t1成立.

步步步骤骤骤 2 定义时间序列 {Tk}∞k=1,其中Tk =
T

(1− µ)k−1
. 很明显,该序列单调递增且满足

lim
k→∞

Tk = ∞. 因此,一定存在某个索引 k1 > 1使得

Tk1
> t1. 根据步骤1,当t>Tk1

时, xxx(t,ηηη) ≼ (1− ϵ)ηηη.
此外,当t > Tk+1,根据假设1,有t−d1(t) > Tk. 定义
xxx1(t) = xxx(t, (1− ϵ)ηηη),并且当s ∈ [Tk1

−Tk1+1, 0]时,
令xxx1(s) = (1− ϵ)ηηη. 由于(1− ϵ)(A+Ad)ηηη ≺Kx

000仍

然成立,重复步骤 1,可以找到某个时刻 t2 > 0,当
t > t2时,有xxx1(t) ≼Kx

(1− ϵ)2ηηη. 定义hhh1(t) = xxx(t+

Tk1+1, ηηη), eeeh1
(t) = xxx1(t)−hhh1(t),其中eeeh1

(s) = (1−
ϵ)ηηη − xxx(s+ Tk1+1, ηηη) ≽K 000. 定理1推出eeeh1

(t) ≽K 000,
这可以得出当 t > t2 + Tk1+1时, xxx(t,ηηη) ≼Kx

(1 −
ϵ)2ηηη.

步步步骤骤骤 3 选择一个索引k2 > k1使得Tk2
> t2 +

Tk1+1. 根据步骤 2,当t > Tk2
时, xxx(t,ηηη) ≼ (1− ϵ)2ηηη.

定义xxx2(t) = xxx(t, (1 − ϵ)2ηηη), 并且当 s ∈ [Tk2
−

Tk2+1, 0]时,令xxx2(s) = (1−ϵ)2ηηη.定义hhh2(t) = xxx(t+

Tk2+1, ηηη), eeeh2
(t) = xxx2(t)−hhh2(t),其中eeeh2

(s) = (1−
ϵ)2ηηη−xxx(s+Tk2+1, ηηη) ≽K 0. 重复步骤2,可以找到某
个时刻 t3>0使得当 t > t3+ Tk2+1时,有xxx(t,ηηη) ≼Kx

(1− ϵ)3ηηη成立.

步步步骤骤骤 4 根据数学归纳法,可以得出 {Tk}∞k=1

的一个子列{Tkn
}∞n=1满足 lim

n→∞
Tkn

= ∞,并且当 t >
Tkn

,有xxx(t,ηηη) ≼Kx
(1− ϵ)nηηη成立. 由于xxx(t,ηηη) ≽K 000

对任意t>0成立,根据夹逼准则,有则 lim
t→∞

xxx(t,ηηη)=000.

证毕.

从引理5可以得出下列推论.

推推推论论论 1 考虑假设1成立. 如果存在ηηη ∈ intKx使

得(A+Ad)ηηη ≺Kx
000,则 lim

t→∞
xxx(t,−ηηη) = 000.

证 令zzz(t) = −xxx(t,−ηηη),有

Dν
t zzz(t) = Azzz(t) +Adzzz(t− d1(t)), (5)

其中zzz(s) = ηηη (s ∈ [−τ, 0]),这可以推出zzz(t) ≽Kx
000.

根据引理5,有 lim
t→∞

xxx(t,−ηηη) = lim
t→∞

zzz(t) = 000. 证毕.

基于引理4–5和推论1,一个确保实现系统(1)稳定
性的充要条件可以通过以下定理给出.

定定定理理理 2 令假设1和ψψψ(·)∈L∞([−τ, 0];Rn)成立,
则系统 (1)可以实现渐近稳定性当且仅当存在向量
ηηη ∈ intKx,使得(A+Ad)ηηη ≺Kx

000.

证 (充分性)对于任意ψψψ(·) ∈ L∞([−τ, 0];Rn),
总存在一个常数c > sup

s∈[−τ,0]

∥ψψψ(s)∥η,使得−cηηη ≼Kx

ψψψ(s) ≼Kx
cηηη对所有的 s ∈ [−τ, 0]成立. 根据引理 4,

有xxx(t,−cηηη) ≼Kx
xxx(t,ψψψ) ≼Kx

xxx(t, cηηη)对所有 t > 0

成立. 由于 (A+Ad)cηηη ≺Kx
000,根据引理 5和推论 1,

有 lim
t→∞

xxx(t, cηηη) = lim
t→∞

xxx(t,−cηηη) = 000.因此, lim
t→∞

xxx(t,

ψψψ) = 000.

接下来将证明系统 (1)的Lyapunov稳定性. 对于
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任意 ε > 0,当 sup
s∈[−τ,0]

∥ψψψ(s)∥η 6 ε,对任意 s ∈ [−τ,

0],有−εηηη ≼Kx
ψψψ(s) ≼Kx

εηηη. 引理 3和引理 4推出
−εηηη ≼Kx

xxx(t,−εηηη) ≼Kx
xxx(t,ψψψ) ≼Kx

xxx(t, εηηη) ≼Kx

εηηη对所有t > 0成立,这等价于∥xxx(t,ψψψ)∥η 6 ε.

(必要性)令 d1(t)=0,有Dν
t xxx(t)=(A+Ad)xxx(t).

根据文献 [17, Lemma1],该系统实现渐近稳定性当
且仅当所有的λi(A+Ad)满足| arg(λi(A+Ad))| >
νπ

2
. 注意到A+Ad仍然是关于Kx的cross-positive矩

阵,根据引理2,可以推出λmax(A+Ad)为实数,且一
定为负实数. 因此,所有的Re(λi(A))都为负实数,从
而A+Ad一定为Hurwitz矩阵. 根据引理1,一定存在
ηηη ∈ intKx使得(A+Ad)ηηη ≺Kx

000. 证毕.

5 锥锥锥诱诱诱导导导增增增益益益

在这一节中,考虑定理1和定理2中的条件同时满
足. 令xxx(t,www)和yyy(t,www)分别为系统 (1)在输入www(t)下

的状态轨迹和输出轨迹. 给定向量ζζζ ∈ intKy和θθθ ∈
intKw,则系统(1)从输入到输出的锥诱导增益可以定
义为

γ = sup
www(t)∈L∞(R+;Rm), www(t)̸=000

ess sup
t>0

∥yyy(t,www)∥ζ

ess sup
t>0

∥www(t)∥θ
,

为了计算γ,需要引入以下引理.

引引引理理理 6 对任意www1(t)和www2(t)满足www1(t) ≼Kw

www2(t)(∀t>0),有xxx(t,www1)≼Kx
x(t,www2)和yyy(t,www1)≼Ky

y(t,www2)成立.

该引理可以直接从系统(1)的线性和锥不变性得
出.

基于引理6,分析系统(1)的锥诱导增益时只要考
虑www(t) = θθθ的情形,此时γ = ess sup

t>0

∥yyy(t,www)∥ζ .

引引引理理理 7 令xxx1(t, θθθ)和yyy1(t, θθθ)分别为下列辅助系

统的状态轨迹和输出轨迹:Dν
t xxx1(t) = (A+Ad)xxx1(t) +Bθθθ,

yyy1(t) = Cxxx1(t) + Cdxxx1(t− d2(t)) +Dθθθ,
(6)

其中xxx1(s) = 000 (s ∈ [−τ, 0]),则有: 1)对任意t,∆t >
0,有000 ≼Kx

xxx1(t, θθθ) ≼Kx
xxx1(t+∆t, θθθ); 2) lim

t→∞
xxx1(t,

θθθ) = −(A+Ad)
−1Bθθθ.

证 根据定理 1,可知系统 (6)是锥不变的. 对任
意∆t > 0,定义eeex1

(t) = xxx1(t+∆t, θθθ)− xxx1(t, θθθ),有
Dν

t eeex1
(t) = (A + Ad)eeex1

(t),其中eeex1
(0) = xxx1(∆t,

θθθ) ≽Kx
000. 再次使用定理 1,可知eeex1

(t) ≽Kx
000. 定义

eeex1
(t) = xxx1(t, θθθ) + (A+Ad)

−1Bθθθ,这仍然可以推出
Dν

t eeex1
(t) = (A + Ad)eeex1

(t), 其中eeex1
(0) = −(A +

Ad)
−1Bθθθ ≽Kx

000. 根 据 定 理 2, lim
t→∞

eeex1
(t) = 000,即

lim
t→∞

xxx1(t, θθθ) = −(A+Ad)
−1Bθθθ. 证毕.

引引引理理理 8 令xxx2(t, θθθ)和yyy2(t, θθθ)分别为下列分数阶

采样系统的状态轨迹和输出轨迹:Dν
t xxx2(t) = Axxx2(t) +Adxxx2(⌊

t

N
⌋) +Bθθθ,

yyy2(t) = Cxxx2(t) + Cdxxx2(t− d2(t)) +Dθθθ,
(7)

其中: xxx2(s) = 000 (s ∈ [−τ, 0]), N > 1为整数,则有:
1)对任意t,∆t>0,有000≼Kx

xxx2(t, θθθ) ≼Kx
xxx2(t+∆t,

θθθ); 2) lim
t→∞

xxx2(t, θθθ) = −(A+Ad)
−1Bθθθ.

证 根据定理1,可知系统(7)是锥不变的. 对于任
意 t, t+∆t ∈ [0, N),定义 eeex2

(t) = xxx2(t+∆t, θθθ)−
xxx2(t, θθθ),有

Dν
t eeex2

(t) =Aeeex2
(t) +Adxxx2(⌊

t+∆t

N
⌋)−

Adxxx2(⌊
t

N
⌋), (8)

其中eeex2
(s) = xxx2(∆t, θθθ) ≽Kx

000. 注意到xxx2(⌊
t

N
⌋) =

xxx2(⌊
t+∆t

N
⌋) = 000,根据定理 1, eeex2

(t) ≽Kx
000对任意

t ∈ [0, N)成立,即xxx2(t+∆t, θθθ) ≽Kx
xxx2(t, θθθ)对于任

意t, t+∆t ∈ [0, N)成立.

根据数学归纳法,假设xxx2(t+∆t, θθθ) ≽Kx
xxx2(t, θθθ)

对于任意t, t+∆t ∈ [0, kN)成立,其中k > 1为整数.

注意到当 t, t+∆t ∈ [0, kN +N)时,有0 6 ⌊ t
N

⌋ 6

⌊ t + ∆t

N
⌋ < k + 1,且[0, k + 1) ⊆ [0, kN),所以有

xxx2(⌊
t

N
⌋) ≼Kx

xxx2(⌊
t+∆t

N
⌋),这可以推出xxx2(t+∆t,

θθθ) ≽Kx
xxx2(t, θθθ)对于任意t, t+∆t ∈ [0, kN +N)成

立. 根据归纳准则,对任意t,∆t > 0,有xxx2(t, θθθ) ≼Kx

xxx2(t+∆t, θθθ)成立.

定义eeex(t) = xxx1(t, θθθ)− xxx2(t, θθθ),有

Dν
t eeex(t) = (A+Ad)eeex(t) +Adxxx2(t)−

Adxxx2(⌊
t

N
⌋), (9)

其中eeex(s) = 000. 定理1可以推出xxx1(t, θθθ) ≽Kx
xxx2(t, θθθ).

结合引理7,可知极限 lim
t→∞

xxx2(t, θθθ)一定存在. 令

κκκ = lim
t→∞

xxx2(t, θθθ) = lim
t→∞

xxx2(⌊
t

N
⌋, θθθ),

从而有 lim
t→∞

Dν
t xxx2(t) = (A+Ad)κκκ+Bθθθ. 根据终值

定理,有

lim
t→∞

Dν
t xxx2(t) = lim

s→0
sL{Dν

t xxx2(t)} =

lim
s→0

sν+1X2(s) = 000,

其中X2(s) = L{xxx2(t)}. 所以, κκκ = −(A+Ad)
−1Bθθθ.

证毕.

基于引理7–8, γ的计算可以总结为下列定理.

定定定理理理 3 给定正则锥Kx∈Rn, Kw∈Rm和Ky∈
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Rp,以及向量ζζζ ∈ intKy和θθθ ∈ intKw. 系统(1)的锥诱

导增益为γ = ∥(D − (C + Cd)(A+Ad)
−1)θθθ∥ζ .

证 令eeex1
(t) = xxx1(t, θθθ)− xxx(t, θθθ), eeey1

(t) = yyy1(t,

θθθ)− yyy(t, θθθ),有
Dν

t eeex1
(t) = Aeeex1

(t) +Adeeex1
(t− d1(t))+

Adxxx1(t)−Adxxx1(t− d1(t)),

eeey1
(t) = Ceeex1

(t) + Cdeeex1
(t− d2(t)),

(10)

其中eeex1
(s)=000, s∈ [−τ, 0]. 通过引理7和定理1,可知

系统 (10)是锥不变系统,所以有xxx1(t, θθθ) ≽Kx
xxx(t, θθθ)

和yyy1(t, θθθ) ≽Ky
yyy(t, θθθ)对所有 t > 0成立. 令eeex2

(t) =

xxx(t, θθθ)− xxx2(t, θθθ), eeey2
(t) = yyy(t, θθθ)− yyy2(t, θθθ),有

Dν
t eeex2

(t) = Aeeex2
(t) +Adeeex2

(t− d1(t))+

Adxxx2(t− d1(t))−Adxxx2(⌊
t

N
⌋),

eeey2
(t) = Ceeex2

(t) + Cdeeex2
(t− d2(t)),

(11)

其中eeex2
(s) = 000. 令N > max{(1− µ)−1, T},根据假

设1,有xxx2(t− d1(t)) ≽Kx
xxx2(⌊

t

N
⌋),这表明系统(11)

是锥不变系统,所以有000 ≼Kx
xxx2(t, θθθ) ≼Kx

xxx(t, θθθ) ≼Kx
xxx1(t, θθθ),

000 ≼Ky
yyy2(t, θθθ) ≼Ky

yyy(t, θθθ) ≼Ky
yyy1(t, θθθ),

(12)

从而可以推出 lim
t→∞

xxx(t, θθθ) = −(A+Ad)
−1Bθθθ. 根据

引理7、引理8和假设1,有

lim
j→∞

yyy1(tj, θθθ) = lim
j→∞

yyy2(tj, θθθ) =

(D − (C + Cd)(A+Ad)
−1)θθθ,

所以 lim
j→∞

y(tj, θθθ) = (D− (C+Cd)(A+Ad)
−1)θθθ. 根

据引理7和式(12),有xxx(t, θθθ) ≼Kx
−(A+Ad)

−1Bθθθ对

任意t > 0成立,所以

y(t, θθθ) ≼Ky
(D − (C + Cd)(A+Ad)

−1)θθθ

对任意t > 0成立,从而可以推出

γ = ∥(D − (C + Cd)(A+Ad)
−1)θθθ∥ζ .

证毕.

注注注 2 对于有界时滞或无时滞情形,假设1仍然满足.

从定理2的证明可以看出,系统(1)的稳定性由矩阵A+Ad的

Hurwitz性质决定,和时滞d1(t)的大小并无关联.

6 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑系统(1)由下列系统矩阵组成:

A =

−1.25 0.5 0

0.2 − 0.95 − 0.1

−0.3 0.4 − 1

 ,

Ad =

 0.1 0.3 0.2

0.6 0.25 0

−0.4 0.2 0.2

 , B =

 1 2

−0.2 0.4

0.3 0.1

 ,
C =

[
1.2 0.5 − 0.2

0.8 0.4 0

]
,

Cd =

[
0.8 0.7 − 0.2

0 − 0.4 − 0.5

]
,

D =

[
0.2 0.7

−0.1 0.3

]
.

定义多面体锥Kx, Ky和Kw分别为Kx,{xxx ∈ R3|
Fxxxx ∈ R4

+}, Ky , {yyy ∈ R2
+|Fyyyy ∈ R2

+}和Kw ,
{www ∈ R2

+|Fwwww ∈ R2
+},其中:

Fx =


1 0 − 1

3 − 1 − 1

0 1 1

−1 2 1

 ,

Fy =

[
1 − 1

1 1

]
, Fw =

[
1 1

−2 1

]
.

由于存在一个Metzler矩阵

H =


−0.925 0 0.05 0.025

0.562 5 − 1.275 0 0.387 5

0.225 0 − 1.2 0.325

0.162 5 0.075 0 − 0.962 5

 ,
使得HFx = FxA,根据文献 [24, Proposition 1],可以
得出A是关于Kx的 cross-positive矩阵. 同理可得
AdKx ⊆Kx, BKw ⊆Kx, CKx ⊆Ky, CdKx ⊆Ky,
DKw ⊆ Ky. 令ν = 0.95,

d1(t) =

| sin t|+ 0.1, t < 1,

0.3t| cos t|, t > 1,

d2(t) =

| cos t|, t < 1,

0.4t| sin t|, t > 1,

ψψψ(s) = [2
√
6+cosπs 2 sinπs]T (s∈ [−1.1, 0]). 根

据定理2,当ηηη=[77.193 9 89.575 2 12.443 9]T,有(A

+Ad)ηηη ≺Kx
000,这说明A+Ad是Hurwitz矩阵. 因此,

当www(t) = 000,系统(1)是渐近稳定的,并且系统的状态
轨迹被描绘在图1中. 为了显示系统(1)的锥不变性,
令zzz(t)= Fxxxx(t)和hhh(t)=Fyyyy(t). 由于000 ∈ Kw,根据
多面体锥Kx和Ky的定义,如果zzz(t) ∈ R4

+和hhh(t) ∈
R2

+对于∀t > 0成立,则系统(1)是关于(Kx,Ky,Kw)

锥不变的. zzz(t)和hhh(t)随时间演化的轨迹被分别描
绘在图2–3中. 正如图所示, zzz(t)和hhh(t)始终保持在非
负象限,这证明了系统 (1)是关于 (Kx,Ky,Kw)锥不
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变的.
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图 1 ν = 0.95时,系统(1)在初值ψψψ(·)下的状态轨迹
Fig. 1 The state trajectory of system (1) under the initial val-

ue ψψψ(·) when ν = 0.95
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图 2 ν = 0.95时, zzz(t)的轨迹

Fig. 2 The trajectory of zzz(t) when ν = 0.95
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图 3 ν = 0.95时, hhh(t)的轨迹

Fig. 3 The trajectory of hhh(t) when ν = 0.95

令θθθ = [0.4 1]T, ζζζ = [1 0]T和ψψψ(s) = 000. 当t →
∞,有

lim
t→∞

yyy(t, θθθ) = (D − (C + Cd)(A+Ad)
−1)θθθ =

[41.126 7 9.570 0]T.

求解优化问题

γ = minα,

s.t. Fy[αζζζ − (D − (C + Cd)(A+Ad)
−1)θθθ] ∈ R2

+,

Fy[αζζζ + (D − (C + Cd)(A+Ad)
−1)θθθ] ∈ R2

+,

α > 0,

可得系统的锥诱导增益为γ = 50.696 7. 在此情形下
输出yyy(t)的轨迹被描绘在图4中,可以看到yyy(t)收敛到
点(41.126 7, 9.570 0). 此外, yyy(t)随时间的演化轨迹
被呈现在图5中. 可以看到yyy(t)是单调递增的.
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图 4 系统(1)在ν = 0.95, ψψψ(s) = 000和www(t) = θθθ下的输出轨迹

Fig. 4 The output trajectory of system (1) under ν = 0.95,
ψψψ(s) = 000 andwww(t) = θθθ
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图 5 系统 (1)在 ν = 0.95, ψψψ(s) = 000和www(t) = θθθ下随时间

演化的输出轨迹

Fig. 5 The output trajectory of system (1) under ν = 0.95,
ψψψ(s) = 000 andwww(t) = θθθ evolving over time

进一步地,考虑ν = 0.41的情形. 在同等条件下,
系统的状态轨迹被描绘在图6中. 可以看到,当阶数
ν = 0.41时,系统仍然可以实现渐近稳定性. 图7–8
表明了zzz(t)∈R4

+和hhh(t)∈ R2
+对于∀t > 0成立,这说

明系统(1)是关于(Kx,Ky,Kw)锥不变的. 类似地,当
ψψψ(s) = 000和www(t) = θθθ,正如图9所示, yyy(t)仍然可以收
敛到点 (41.126 7, 9.570 0). 和图1和图5相比,图6中
系统状态的衰减速率更慢,图10中系统输出的增长速
率更慢. 这说明阶数的变化对系统的稳定性和增益性
能没有影响,仅仅会影响系统的状态和输出轨迹衰减
或增长的速率.
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图 6 ν = 0.41时,系统(1)在初值ψψψ(·)下的状态轨迹
Fig. 6 The state trajectory of system (1) under the initial val-

ue ψψψ(·) when ν = 0.41
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图 7 ν = 0.41时, zzz(t)的轨迹

Fig. 7 The trajectory of zzz(t) when ν = 0.41
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图 8 ν = 0.41时, hhh(t)的轨迹

Fig. 8 The trajectory of hhh(t) when ν = 0.41
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图 9 系统(1)在ν = 0.41, ψψψ(s) = 000和www(t) = θθθ下的输出轨迹

Fig. 9 The output trajectory of system (1) under ν = 0.41,
ψψψ(s) = 000 andwww(t) = θθθ
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图 10 系统(1)在ν = 0.41, ψψψ(s) = 000和www(t) = θθθ下随时间

演化的输出轨迹

Fig. 10 The output trajectory of system (1) under ν = 0.41,
ψψψ(s) = 000 andwww(t) = θθθ evolving over time

7 结结结论论论

在本文中,具有无界时滞的分数阶线性锥不变系
统的渐近稳定性和锥诱导增益问题被解决. 通过利用
建立在正则锥上的偏序关系来分析系统状态轨迹的

单调性,证明了在无界时滞下分数阶线性锥不变系统
是渐近稳定的,当且仅当相应的系统矩阵和是Hur-
witz矩阵. 沿着这条思路,利用锥诱导范数准确地刻画
了系统从输入到输出的锥诱导增益.本文的结果是正
时滞系统稳定性的重要扩展,并揭示了时滞不敏感性
对锥不变系统仍然适用.
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