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摘要:本文针对符号网络研究了边系统的强结构能控性问题.首先,基于领导者–跟随者框架,构建了边动力学系
统的强结构能控性模型,并通过分析系统矩阵得到了边系统强结构能控的基本性质;其次,引入了边符号图的颜色
变化规则,在此基础上,分析了边权符号特性对强结构能控性的影响,得到了刻画边系统强结构能控的图论充分条
件.结果表明,当边系统的领导者集合是一个符号零迫集时,该系统是强结构能控的;此外,构造了一个符号零迫集
搜索算法,该算法能够有效识别出任意给定边图的符号零迫集;最后,通过数值仿真例子验证了所得理论结果的有
效性.
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Abstract: This paper investigates the strong structural controllability of edge systems under signed networks. Firstly,
based on the leader-follower framework, the model of the strong structural controllability for edge dynamic systems is
established, and the basic property of the strong structural controllability for edge systems is obtained by analyzing the
system matrix. Secondly, the color change rule of the edge signed graph is introduced, based on which, by analyzing
the influence of the edge weighted signed property on the strong structural controllability, the graph theoretic sufficient
condition for portraying the strong structural controllability of edge systems is obtained. The result shows that the edge
system is strongly structurally controllable when its leader set is a signed zero forcing set. In addition, a search algorithm
for the signed zero forcing sets is constructed, which can effectively identify the signed zero forcing sets of any given edge
graph. Finally, the simulation examples are given to demonstrate the effectiveness of the theoretical results.
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1 引引引言言言

近年来,能控性作为多智能体系统分布式协同控
制研究领域中的一个基本而又重要的问题,吸引了来
自数学、物理、生物、计算机等不同领域专家学者的

广泛关注. 目前相关研究已取得了丰硕的成果,并广
泛应用于脑网络重构 [1]、多机器人协同控制 [2]、智能

电网调度[3]等多个领域中.

多智能体系统的能控性问题是由Tanner于2004
年首次在文献[4]中提出,作者通过分析系统矩阵(拉
普拉斯矩阵)的特征值和特征向量,得到了判定能控性

的代数充要条件.受此启发,许多学者对多智能体系
统的能控性进行了深入研究,取得了一些成果[5–17].
特别地,一些学者采用图论的工具和方法对多智能体
系统的能控性进行了探索. 例如,文献[8–9]基于图的
等价划分工具研究了多智能体系统的能控性,得到了
判定系统能控的图论条件.文献[10–11]基于图的几乎
等价划分和距离划分工具分别得到了系统能控子空

间的上界和下界. 上述研究主要针对合作网络,即智
能体之间的交互是合作关系.事实上,合作与对抗(竞
争)是驱动自然社会与生态系统动态演化的重要因素,
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现实世界中智能体之间的对抗(竞争)普遍存在. 例如,
在社交网络[12]中,个体间存在朋友(合作)关系和敌
对(对抗)关系.这类具有合作对抗交互作用的网络可
以用符号网络描述. 符号网络下能控性的研究不仅能
够丰富和拓展多智能体系统的理论研究范畴,同时也
能为军事应用、工业发展、生产生活等诸多领域提供

理论指导和帮助.近年来,针对符号网络的能控性问
题也已取得了重要的进展.例如,文献[13]研究了符号
网络下多智能体系统的能控性,利用图的广义等价划
分工具刻画了能控子空间的上界. 文献[14]研究了结
构平衡、反平衡和特殊严格不平衡符号网络的能控性,
并将几乎等价划分推广到了有向加权符号网络上. 文
献[15]研究了保证符号网络能控的领导者选择问题,
并提供了一个启发式的领导者选择算法. 文献[16]研
究了切换符号网络的能控性,给出了网络能控的图论
充分条件.文献[17]研究了笛卡尔乘积符号网络的能
控性,得到了判定网络能控的代数充要判据.

上述结果均考虑的是系统参数值固定情形下的能

控性问题.实际中,在系统结构固定的情况下,系统参
数值受到多种因素影响并非固定,即系统的参数值是
可变的,也可能无法精确地知道. 因此许多学者转而
研究系统的结构能控性. 结构能控性的概念是由
Lin于1974年首次在文献[18]中提出的,作者研究了单
输入线性时不变系统的结构能控性,并给出了图论充
要判据. 在此基础上,文献[19]将其结果扩展至多输
入的线性时不变系统中. 注意到上述研究有一个共同
的假设,即系统矩阵的所有非零参数是相互独立的.
然而,在一些实际应用中,所有非零参数相互独立的
要求并不一定被满足. 例如,在无向网络中,系统矩阵
是对称的. 为了解决这一问题,有学者提出了线性参
数化方法. 例如,文献[20]研究了一类满足二元假设
的线性参数化系统的结构能控性,给出了系统结构能
控的图论条件.文献[21]基于线性参数化方法,得到了
单领导者系统结构能控的充要判据,并将其结果推广
到了多领导者系统中. 此外,不同于单一矩阵的情形,
一些学者也研究了具有矩阵簇形式的结构能控性. 例
如,文献[22]利用零迫集研究了具有矩阵簇的有向网
络的结构能控性,得到了判定网络结构能控的充要判
据. 文献[23]利用平衡集研究了具有矩阵簇的无向网
络的结构能控性,提出了一种构造结构能控网络的方
法.

值得注意的是,上述研究均聚焦于节点动力学系
统.然而,在实际中,一些动态过程通常发生在网络的
连接边上. 例如,在交通网络[24]中,将道路交叉路口
视为节点,交通道路视为边,交通流可以看作是边的
状态,它们随时间不断变化. 因此,针对边动力学系统
的协同控制研究也具有重要的理论价值和实际意义.
近年来,针对边动力学系统的能控性研究已取得了一

些重要的结果[25–28]. 文献[25]研究了具有边动力学的
复杂网络的能控性,并给出了使得边动力学系统能控
的最小驱动边数. 文献[26]研究了边动力学与节点动
力学耦合的一阶多智能体系统的能控性,得到了系统
能控的代数条件.文献[27]研究了具有边动力学的复
杂网络的目标能控性,提出了一种解决目标边控制问
题的算法. 文献[28]研究了符号网络的边能控性,基
于图的距离和等价划分工具得到了边能控子空间的

上下界,并分析了边能控性与节点能控性的关系.

事实上,强结构能控性具有严格苛刻的要求(对系
统矩阵非零元素的任意选择都要使得系统能控),同
时,符号网络的边权符号特性也给强结构能控性研究
带来了极大的挑战.目前,关于符号网络下边系统能
控性的研究成果寥寥. 特别地,对于符号网络下边系
统的强结构能控性研究未见研究报道. 本文针对符号
网络研究了边系统的强结构能控性,旨在给出使得边
系统强结构能控的图论条件.本文主要贡献如下:

1)基于领导者–跟随者框架,构建边动力学系统的
强结构能控性模型,通过对边拉普拉斯矩阵分析得到
了边系统强结构能控的基本性质. 该性质表明,在任
意方向下,当在节点图对应的边图中选择相同的领导
者节点时,边系统的强结构能控性是等价的. 这意味
着边系统的强结构能控性不受节点图方向的影响;

2)利用平衡集得到了一个判定边系统能控的代数
条件.该条件是从系统矩阵的非奇异性子矩阵的角度
出发,通过领导者角色的分析和选择实现边系统能控.
进一步,本文通过引入边符号图的颜色变化规则,结
合平衡集的结论,得到了一个刻画边系统强结构能控
的图论充分条件.相比代数条件,该条件更加直观有
效,能够通过观察边系统对应的拓扑图,从而有效确
定领导者节点以实现边系统的强结构能控;

3)对于任意给定的边图,本文提供了寻找符号零
迫集的有效搜索算法. 该算法主要分为两部分. 首先,
在每次迭代中,通过选择最大数目的白色节点将其颜
色变为黑色.经过多次迭代直至获得符号零迫集;其
次,通过删除所得符号零迫集中的冗余节点进而优化
所得符号零迫集. 对于任意给定的边图,该算法能够
有效输出符号零迫集;从而,为边系统实现强结构能
控提供帮助.

2 预预预备备备知知知识识识

2.1 符符符号号号节节节点点点图图图

令G=(V, E ,A)表示无向节点图,它由节点集V=

{v1, v2, · · · , vn}、边集E = {e1, e2, · · · , em}⊆V×V
和邻接矩阵A = [ãij] ∈ Rn×n构成. 其中,如果 ek =

(vj, vi) ∈ E ,则 ãij = wek (wek表示 ek的权重);否则
ãij = 0. 令W = diag{we1 , we2 , · · · , wem} ∈ R|E|×|E|

表示边的权重矩阵(简称边权矩阵).
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令G = (G, θ)表示无向符号节点图,它由无向(无
符号)节点图G = (V, E ,A)和符号映射 θ : E → {+,

−}构成. 其中G被称为G的底层图, θ用来反映智能
体之间的合作或对抗关系,对于 ek = (vj, vi) ∈ E ,如
果 θ(ek) = +,则表示 vi和 vj之间为合作关系;否
则 θ(ek) = −,表示 vi和 vj之间为对抗关系. Av =

[aij] ∈ Rn×n为G的邻接矩阵,如果ek = (vj, vi)∈E ,
则 aij = θ(ek)wek ;否则 aij = 0. G的拉普拉斯矩阵

定义为Lv = Dv −Av,其中Dv = diag {
n∑

j=1

|a1j |,
n∑

j=1

|a2j |, · · · ,
n∑

j=1

|anj|}表示G的度矩阵. 对于G中的

一条边ek = (vj, vi) ∈ E , vi和vj被称为ek的两个端

点, (vi, ek)表示ek和vi之间的关联, I(G)表示G的关

联集.

定定定义义义 1 [28] 给定一个节点图G,它的方向是一
个映射 η : I(G) → {±1},其满足以下两个条件: 1)
η(vt, ek)=0,如果 vt ̸= vi, vj ; 2) η(vi, ek)η(vj, ek)=
−θ(ek). 对于一个给定的方向 η,为G中的每条边

都分配两个箭头 (分配原则为:如果 η(vi, ek) = +1,
则在节点vi处的箭头指向远离vi的方向;如果η(vi,

ek)=−1,则在节点vi处的箭头指向进入vi的方向),那
么称这种具有双箭头边的图为G的方向图,记作
Gη = (G, η).

定定定义义义 2 [28] 给定一个节点图G和固定方向η,关
联矩阵表示为H = [hik] ∈ Rn×m,其中如果节点vi
是ek的一个端点,则hik = η(vi, ek);否则hik = 0.

2.2 符符符号号号边边边图图图

给定一个节点图G,其对应的边图记为Ge = (Ge,

θe). 其中无向(无符号)边图Ge = (Ve, Ee,Ae)称为Ge

的底层图, Ve={e1, e2, · · · , em}表示其节点集(注意,
Ge中的节点ei∈Ve即为G中的边ei ∈ E), Ee={l1, l2,
· · · , ls}表示其边集, Ae表示其邻接矩阵. θe为边集Ee

到集合{+,−}的映射,即 θe :Ee→{+,−}. Nei={ej :
lk = (ej, ei) ∈ Ee}表示 ei的邻居集. dist(ei, ej)表
示ei到ej的距离,即从ei到ej经过的最少边的数目. 给
定一个节点子集V0⊆Ve,任意一个节点ei到该子集的

距离表示为dist(ei,V0)= min{dist(ei, ej) :ej∈V0};
到V0的距离为d的节点构成的集合记为N (V0, d) =

{ei : dist(ei,V0) = d, ei ∈ Ve}.

定定定义义义 3 给定一个节点图G和固定方向η,则在
方向η下Ge的邻接矩阵Ae = [āij] ∈ Rm×m定义为:
如果 lk = (ej, ei) ∈ Ee, vt为 ei和 ej的一个公共端

点,则āij=w
1
2
eiη(vt, ei)w

1
2
ejη(vt, ej);否则āij = 0. 在

方向 η下Ge的拉普拉斯矩阵Le = [l̄ij]∈Rm×m定义

为Le = 2W +Ae.

注注注 1 注意到边拉普拉斯矩阵Le = 2W +Ae的定义

与符号节点图中的节点拉普拉斯矩阵Lv = Dv −Av的定义

相类似. 其中,矩阵2W承担着边图Ge中的边度矩阵的角色,

在节点图G中度矩阵Dv的第i个对角元表示的是节点vi与其

邻居间的连接边权值的绝对值之和,而在边图Ge中矩阵2W

的第i个对角元表示的是边ei的端点个数倍的连接边权值的

绝对值;矩阵Ae则承担着与Av相同的角色,分别表示边邻接

矩阵和节点邻接矩阵.

引引引理理理 1 [28] 给定一个节点图G和固定方向η,其
对应的关联矩阵为H ∈ Rn×m,则节点拉普拉斯矩阵
Lv ∈ Rn×n和边拉普拉斯矩阵Le ∈ Rm×m分别满足:
Lv = HWHT, Le = W

1
2HTHW

1
2 .

3 模模模型型型建建建立立立

考虑一个具有n个智能体m条连接边的多智能体

系统,其对应的边图为Ge. 假设Ve被划分为领导者集

合Vel和跟随者集合Vef . 不失一般性,假设Ge中的前

p(p < m)个节点为领导者,即Vel = {e1, e2, · · · , ep},
剩余的节点为跟随者,即Vef = Ve\Vel .

在领导者–跟随者的框架下,领导者受到外部控制
输入的直接作用,其任务是通过邻居交互来影响跟随
者从而引导系统的整体状态,故领导者受其自身、邻
居和外部控制输入的共同影响;跟随者则只受其自身
和邻居的影响.因此,节点ei的动力学方程描述如下:

ẋi
e(t) =

−2weix
i
e(t)−

m∑
j=1

āijx
j
e(t) + ui

e(t), i ∈ Vel ,

ẋi
e(t) =

−2weix
i
e(t)−

m∑
j=1

āijx
j
e(t), i ∈ Vef ,

(1)
其中: xi

e(t) ∈ R为ei的状态, ui
e(t) ∈ R为作用在ei上

的外部控制输入.

令xe(t) = [x1
e(t) x2

e(t) · · · xm
e (t)]

T ∈ Rm,
ue(t) = [u1

e(t) u2
e(t) · · · up

e(t)]
T ∈ Rp,则边系统的

动力学方程的紧凑形式表示为

ẋe(t) = −Lexe(t) +Beue(t), (2)

其中: Le∈Rm×m为边拉普拉斯矩阵, Be=[Ip 0]T∈
Rm×p为控制输入矩阵.

定定定义义义 4 给定边系统(2),如果对于任意的边权矩
阵W使得矩阵对 (Le, Be)都是能控的,则称边系统
(2)是强结构能控的.

引引引理理理 2 [28] 给定一个节点图G,其对应的边图
为Ge. 则当Ge中领导者固定时,在任意方向η下,边系
统(2)的能控性是等价的.

若在给定方向η1下,边系统(2)是强结构能控的.
根据定义4和引理2可得,在另一给定方向 η2下,边系
统(2)也是强结构能控的,即边系统(2)的强结构能控
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性不受方向的影响.因此有以下推论成立.

推推推论论论 1 给定一个节点图G,其对应的边图为
Ge,则当Ge中领导者固定时,在任意方向η下,边系统
(2)的强结构能控性是等价的.

4 主主主要要要结结结论论论

4.1 符符符号号号零零零迫迫迫集集集

下面引入边符号图Ge的颜色变化规则.设V1,

V2 ⊆ Ve,且V1和V2之间存在一组非空的边集,记
为 (Ee)V1,V2

= {(ei, ej) ∈ Ee, ei ∈ V1, ej ∈ V2}, 则
由集合(Ee)V1,V2

中不存在公共端点的边构成的子集,
记为M,称之为V1和V2之间的匹配. 如果V1和V2的

基数与匹配M的基数相等,即 |M| = |V1| = |V2| =
k,称该匹配是完美匹配. 对于V1中的节点 ei,令
si ∈ {0, +,−}k表示ei与V2中所有节点ej的连接边

的符号向量,即如果第 l(l = 1, 2, · · · , k)条边 (ei, ej)

的符号为正,则 (si)l = +;如果(ei, ej)的符号为负,
则(si)l = −;否则(si)l = 0. 任意两个符号向量si与

sj之间的加法运算规则为:如果分量(si)l与(sj)l的元

素相同,则加法运算结果为对应的元素;如果分量
(si)l与(sj)l的元素存在“0”,则加法运算结果为另一
不为“0”的元素;如果分量(si)l与(sj)l的元素同时包

含“+”和“−”,则加法运算结果为“?”(“?”表示加法运
算后的结果不确定,可能为元素 “0”, “+”或 “−”;且
“?”与任意元素相加仍为“?”). 例如: s1= [+ + 0]T,

s2=[0 0 +]T, s3 = [0 + −]T,则s2与s3加法运算

的结果为[0 + ?]T,即s2 + s3 = [0 + ?]T, s1, s2

与s3加法运算的结果为[+ + ?]T,即s1+s2+s3 =

[+ + ?]T.

定定定义义义 5 给定边图Ge,令该图中所有节点的初始
颜色为黑色或白色.初始黑色节点集记为Se,称为
颜色集;初始白色节点集记为Qe (Qe = Ve \ Se). 设
X1 ⊆ Se, X2 ⊆ Qe且|X1| = |X2| = k. 如果X1和X2

之间存在一个完美匹配,且仅当系数ai ∈ {−1, 0, 1},
i = 1, 2, · · · , k全为零时,以下等式成立:

k−1∑
i=1

aisi = aksk, (3)

则称X2是X1的一个完美符号邻居.

符号颜色变化过程: Se是边图Ge中的颜色集,且
X1 ⊆ Se, X2 ⊆ Qe. 如果X2是X1唯一的完美符号邻

居,则将X2中所有节点颜色变为黑色,即X1迫使X2

变为黑色,记作X1
c−→ X2. 重复利用上述颜色变化规

则直至Ge中不再有节点的颜色发生改变,这个过程称
为符号颜色变化过程. 当符号颜色变化过程结束
时,将所有黑色节点构成的集合记为Dc(Se). 如果
Dc(Se) = Ve,称颜色集Se为符号零迫集.

例例例 1 考虑一个由6个节点和7条连接边构成的

节点图G,如图1(a)所示. 在固定的方向η下, G对应的
方向图为Gη,如图1(b)所示. G对应的边图为Ge,如
图1(c)所示. 取Ge中的颜色集为{e1, e3, e5},如图1(d)
所示. 由于集合 {e1, e3}与{e2, e4}间存在一个完美匹
配M = {(e1, e2), (e3, e4)}, 且s1 = [+ +]T, s3 =

[− +]T,仅当a1=a3=0时,等式a1s1 = a3s3成立,
因此 {e2, e4}作为 {e1, e3}唯一的完美符号邻居而被
迫染成黑色,如图 1(e)所示. 随后剩余白色节点 {e6,
e7}作为 {e4, e5}唯一的完美符号邻居而被迫染成黑
色,如图1(f)所示. 至此Ge中所有节点都被染成黑色,
符号颜色变化过程结束. 因此, {e1, e3, e5}是Ge的一

个符号零迫集.
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图 1 符号颜色变化过程,其中实线和虚线分别表示正边
和负边

Fig. 1 Process of signed color change. Where the solid and
dashed lines represent the positive and negative edges,
respectively

4.2 平平平衡衡衡集集集

给定边图Ge,为其中的每个节点ei∈Ve都分配一

个变量vei . 令Je⊆Ve, Ue=Ve\Je,若节点ej∈Je对

应的变量为零,即vej =0, ej∈Je;节点ek∈Ue对应的

变量初始是不确定的,则称Je为零节点集. 令Je中的

每个节点都伴随着一个平衡方程∑
ek∈Nej

\Je

l̄jkvek = 0. (4)

零扩展过程[23]: 设Pe是边图Ge中的零节点集,且
Y1 ⊆ Pe, Y2 = N (Y1, 1)\Pe. 如果集合Y1中节点的

平衡方程能够使得Y2中所有节点都变为零节点,即
vek = 0, ek ∈ Y2,称Y1通过平衡方程迫使Y2变为零,
记作Y1

z−→ Y2,此时新的零节点集合为P ′

e = Pe∪ Y2.



第 4期 薛鸿萍等: 符号网络下边系统的强结构能控性 751

重复利用上述零扩展规则直至Ge中不再有新的零节

点出现,这个过程称为零扩展过程. 当零扩展过程结
束时,将所有零节点构成的集合记为Dz(Pe). 如果
Dz(Pe) = Ve,称零节点集Pe为平衡集.

注注注 2 注意到,当(Le)Y1,Y2
(v)Y2

=0, (Le)Y1,Y2
是满

秩时,集合Y1可以通过平衡方程迫使集合Y2中所有节点变为

零节点.

4.3 边边边强强强结结结构构构能能能控控控与与与符符符号号号零零零迫迫迫集集集

引引引理理理 3 [29] 考虑一个矩阵Le,如果Le的一个特

征向量β的第 i个分量βei为零,那么βej , ej ∈ Nei

的权重之和也为零,即
∑

ej∈Nei

l̄ijβej = 0.

引理3意味着平衡方程对于特征向量β中的零分

量也是成立的,因此以下推论成立.

推推推论论论 2 给定边图Ge,令β是Le的一个非零特征

向量,如果Te是特征向量β中零分量的集合,则对于所
有的ei ∈ Dz(Te)有βei = 0.

定定定理理理 1 给定边图Ge,如果领导者集合Vel是一

个平衡集,则边系统(2)是能控的.

证 假设领导者集合Vel是一个平衡集,而边系
统(2)是不能控的,那么矩阵Le存在一个非零特征向

量β使得βej =0, ej∈Vel . 由推论2可得, βei = 0, ei ∈
Dz(Vel). 又因为Vel是一个平衡集,故有Dz(Vel) =

Ve. 因此β = 0,这与β为非零特征向量相矛盾. 所以
边系统(2)是能控的. 证毕.

定定定理理理 2 给定一个具有n个节点m条连接边的节

点图G和一个方向η,对应的边图为Ge. 如果领导者集
合Vel是一个符号零迫集,则边系统(2)是强结构能控
的.

证 为Ge中的所有节点ei ∈ Ve都分配一个变量

vei ,使得节点ej ∈ Vel对应的变量都为零,即vej = 0,

ej ∈ Vel ,且V1 ⊆ Vel , V2 ⊆ Vef . 如果Vel是一个符号

零迫集,根据颜色变化规则, V1迫使V2中所有节点颜

色变为黑色,这意味着V2是V1的唯一完美符号邻居,
即V1中每个节点至少有一个邻居在V2中,且V1与V2

的连接边的符号向量满足仅当系数a1, a2, · · · , ak都

为零时,等式(3)成立. 因此矩阵 (Le)V1,V2
一定不存在

零行(列)及线性相关的某些行(列),且对于任意的边
权矩阵W ,矩阵 (Le)V1, V2

都是非奇异的. 又因为
(v)V1

= 0且V1中所有节点变量都满足平衡方程 (4),
则(Le)V1,V2

(v)V2
= 0,因此(v)V2

= 0. 重复应用颜色
变化规则直至Ge中所有节点都变为黑色,此时vei =

0, ei ∈ Ve. 故对于任意边权矩阵W , Vel都是一个平衡

集. 根据定理1和定义4,边系统(2)是强结构能控的.

证毕.

定理2给出了一个判定边系统(2)是否为强结构能

控的充分条件.根据该条件,通过观察边系统对应的
拓扑图结构,选择特定的节点作为领导者,就能够实
现边系统(2)的强结构能控.下面构造了一个符号零迫
集搜索算法来识别出任意给定边图Ge的符号零迫集.

表 1 算法1: 任意给定边图Ge的符号零迫集
Table 1 Algorithm 1: Signed zero forcing sets

of given edge graph Ge

Input: 边图Ge和任意节点子集V0 ⊆ Ve

Output: 符号零迫集S̄
1 d = max{dist(ei,V0) : ei ∈ Ve}
2 S = ∅, i = 1

3 while 0 < i 6 d do
4 Vi = N (V0, i)\V0

5 寻求最大子集Si ⊆ Vi为Vi−1中一些子集的

完美符号邻居

6 S = S ∪ Si

7 i = i+ 1

8 end
9 S̄ = Ve\S

10 for all ei ∈ S̄ do
11 if Dc(S̄\ei) = Ve then
12 S̄ = S̄\ei
13 end
14 end
15 return S̄

注注注 3 算法1主要通过两个部分来得到任意给定边图

Ge的符号零迫集. 首先,算法的第3–9步通过在集合Vi(i =

1, 2, · · · , d)中寻求最大子集合Si的方法得到了一个符号零迫

集S̄. 但所得S̄中可能存在冗余节点,使得返回的符号零迫集

具有较大的保守性. 因此,进一步通过算法的第10–14步对

S̄中的冗余节点进行删除,进而,优化所得符号零迫集. 定理

3严格证明了该算法能够有效识别出任意给定边图Ge的符号

零迫集.

定定定理理理 3 给定边图Ge,由算法 1输出的集合记为
S̄ . 当Vel = S̄时,则边系统(2)是强结构能控的.

证 给定边图Ge,令 S̄ = Ve\S为初始黑色节点
集合,当第i(i = 1, 2, · · · , d)次应用颜色变化规则时,
由于Vi−1中的某个子集仅有一个完美符号邻居Si ⊆
Vi,因此该子集迫使Si中所有节点的颜色变为黑色.
直至当第d次应用颜色变化规则后, Ge中所有节点颜

色都变为黑色.因此集合S̄是一个符号零迫集. 由于此
时 S̄中可能存在冗余节点 ei,即Dc(S̄\ei) = Ve,故删
除冗余节点之后得到新的集合 S̄仍是一个符号零迫
集,因此, Vel是一个符号零迫集. 根据定理 2,边系统
(2)是强结构能控的. 证毕.

例例例 2 这里通过一个例子来验证算法1的有效性.
考虑一个由6个节点和6条连接边所构成的节点图G,
如图2(a)所示. 在固定的方向η下, G对应的方向图为
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Gη,如图2(b)所示. 在方向η下的G对应的边图为Ge,
如图2(c)所示. 若向算法1输入图2(c)的边图Ge和任

意的节点子集V0 ⊆ Ve,则将出现以下情况:

情况况况 1 算法的第 3–9步输出了一个符号零迫
集S̄ ,且 S̄中不包含冗余节点. 例如,输入节点子集
V0 = {e5, e6},则d = 2. 当i=1时, V1= {e2, e4},最
大子集S1 = {e2, e4}为V0的完美符号邻居,此时S =

S1;当 i = 2时, V2 = {e1, e3},最大子集S2 = {e1,
e3}为V1的完美符号邻居,此时S = S1 ∪ S2. 最终
S̄={e5, e6}为Ge的一个符号零迫集且不包含冗余节

点.

情情情况况况 2 算法的第 3–9步输出了一个符号零迫
集 S̄ ,但S̄中包含冗余节点. 例如,输入节点子集V0 =

{e2, e5, e6},则d = 2. 当i = 1时, V1 = {e1, e4},最大
子集S1 = {e1, e4}为子集 {e2, e5} ⊆ V0的完美符号

邻居,此时S = S1;当i = 2时, V2 = {e3},最大子集
S2 = {e3}为子集 {e1} ⊆ V1的完美符号邻居,此时
S = S1 ∪ S2. 最终S̄ = {e2, e5, e6}为Ge的一个符号

零迫集但其包含冗余节点. 进一步通过算法的第10–
14步,由于Dc(S̄\e2) = Ve,故此时 S̄ = {e5, e6};随
后又由于Dc(S̄\e5) ̸= Ve且Dc(S̄\e6) ̸= Ve,故最终
S̄={e5, e6}为Ge的一个符号零迫集.
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图 2 算法1的输入图,其中实线和虚线分别表示正边和负
边

Fig. 2 Input graph of Algorithm 1, where the solid and
dashed lines represent the positive and negative edges,
respectively

5 仿仿仿真真真实实实例例例

本小节通过数值仿真例子来验证所得理论结果的

有效性. 考虑一个由7个智能体和8条连接边构成的多
智能体系统,其对应的节点图为G,如图3(a)所示. 在
固定的方向η下, G对应的方向图为Gη,如图3(b)所示.
G对应的边图为Ge,如图3(c)所示. 取Ge中的颜色集

为{e1, e2, e3},如图3(d)所示. 由于集合{e1, e2, e3}与
{e4, e5, e6}之间存在一个完美匹配M = {(e1, e5),
(e2, e6), (e3, e4)},且s1=[0 − 0]T, s2=[− 0 −]T,

s3 = [+ − 0]T,仅当 a1 = a2 = a3 = 0时, a1s1+

a2s2 = a3s3成立,因此{e4, e5, e6}作为{e1, e2, e3}唯
一的完美符号邻居而被迫染成黑色,如图 3(e)所示.

随后剩余白色节点{e7, e8}作为 {e5, e6}唯一的完美
符号邻居而被迫染成黑色,如图3(f)所示. 至此Ge中

所有节点都被染成黑色,符号颜色变化过程结束. 所
以{e1, e2, e3}是Ge的一个符号零迫集. 故在Ge中选

择节点集{e1, e2, e3}作为领导者集合,即Vel = {e1,
e2, e3}.
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图 3 符号颜色变化过程,其中实线和虚线分别表示正边
和负边

Fig. 3 Process of signed color change, where the solid and
dashed lines represent the positive and negative edges,
respectively

任取边权矩阵W1 = diag{1, 4, 4, 9, 1, 1, 9, 1}. 则
根据引理1,其对应的边系统(Le1 , Be)的边拉普拉斯

矩阵Le1和控制输入矩阵Be分别为

Le1=



2 2 2 0 −1 0 0 0

2 8 0 −6 0 −2 0 0

2 0 8 6 −2 0 0 0

0 −6 6 18 0 3 0 0

−1 0 −2 0 2 0 −3 0

0 −2 0 3 0 2 0 1

0 0 0 0 −3 0 18 3

0 0 0 0 0 1 3 2


,

Be=

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0


T

,

现为Ge中的所有节点ei, i = 1, 2, · · · , 8都分配一个
变量vei ,使得领导者集合Vel为零节点集. 由于Le1中
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的子矩阵

L1 =

 0 −1 0

−6 0 −2

6 −2 0


是非奇异的,因此集合Vel中的节点通过平衡方程(4)
迫使{e4, e5, e6}中所有节点都变为零节点,即vei =0,

i = 4, 5, 6;又由于Le1中的子矩阵

L2 =

[
−3 0

0 1

]
是非奇异的,因此集合{e5, e6}迫使{e7, e8}中所有节
点都变为零节点,即vei = 0, i = 7, 8. 至此Ge中所有

节点都为零节点,即vei = 0, i = 1, 2, · · · , 8,零扩展
过程结束. 所以领导者集合Vel是Ge中的一个平衡集.

对于边系统(Le1 , Be),指定边初始状态和最终状
态分别为xe(0) = [5 5 5 5 − 5 − 5 − 5 − 5]T和

xe(5) = [2 2 2 2 0 0 0 0]T,在有限时间t = 5内,在
如图 4所示的外部控制输入ue(t)的作用下,边系统
(Le1 , Be)的边状态轨迹如图5所示. 该仿真表明在外
部控制输入ue(t)的作用下,在有限时间t = 5内可以

使得边系统(Le1 , Be)的边状态从指定的初始状态到

达指定的最终状态,因此边系统(Le1 , Be)是能控的.
这验证了定理1的有效性.
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图 4 外部控制输入曲线

Fig. 4 Curves of the external control inputs

此外,由于系统中智能体之间的互连关系以及连
接边的符号是固定的,只有连接边权值是变化的. 因
此对于任意边权矩阵W ,系统矩阵Le中相应的子矩

阵L1和L2也都是非奇异的. 这意味着在任意的边权
矩阵W所对应的边系统(Le, Be)中,领导者集合Vel都

是一个平衡集. 因此根据定理1和定义4,边系统(Le,

Be)是强结构能控的. 这验证了定理2的有效性.

6 结结结论论论与与与展展展望望望

本文研究了符号网络下边系统的强结构能控性.
基于边符号图的颜色变化规则和零扩展规则分析边

权符号特性对于边系统强结构能控性的影响,给出了

一个刻画边系统强结构能控的图论充分条件.进一步
地,对于任意给定的边图,构造了能够有效选择出一
个符号零迫集的搜索算法. 本文所提供的条件不是必
要的,寻求使得边系统强结构能控的充要条件仍是一
个有待解决的问题.此外,本文研究的是具有边动力
学的多智能体系统,未来将进一步研究具有节点动力
学和边动力学耦合的多智能体系统的能控性问题.
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图 5 边系统(Le1 , Be)的边状态轨迹

Fig. 5 Edge state trajectories of the edge system (Le1 , Be)
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