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摘要:本文提出一种基于等价输入干扰(EID)补偿的重复控制系统结构和参数优化设计方法,对非周期扰动的作
用进行实时估计和有效补偿,实现对时变周期参考输入信号的高精度跟踪. 首先,利用时变时滞算子构建时变周期
参考输入信号内模,引入低通滤波器建立时变周期重复控制器;其次,构造比例–积分观测器重构系统状态,建立基
于EID补偿的时变周期重复控制系统结构;然后,分析系统的稳定性条件和扰动抑制性能,构建以稳定性为约束条
件的粒子群算法,寻找重复控制器增益、反馈控制器增益、状态观测器和EID估计器的最优参数组合;最后,将所提
方法应用到卡盘–工件系统,仿真对比说明所提方法比传统的基于状态观测器的定周期重复控制、基于EID补偿的
空间域重复控制方法具有更好的抗扰性能和稳态性能.
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Abstract: This paper presents a repetitive control system structure and a parameter optimization design method based
on the equivalent input disturbance (EID) compensation approach, which aims to estimate and compensate for the effect
of aperiodic disturbances in real time and achieves high accuracy tracking for the time-varying periodic reference signal.
Firstly, a time-varying time-delay operator is used to construct the internal mode of the time-varying periodic reference
input signal, and a low-pass filter is introduced to construct the time-varying periodic repetitive controller. Secondly, a
proportional-integral observer is constructed to reconstruct the state of the system, and a time-varying periodic repetitive
control system based on EID compensation is established. Then, the stability and disturbance-rejection performance of
the system are analyzed, and a particle swarm optimization algorithm with stability as the constraints is constructed to
find an optimal combination of the repetitive controller gain, the feedback controller gain, the state observer gain, and the
parameter of the EID estimator. Finally, the proposed method is applied to the chuck-workpiece system. Comparative
simulations demonstrate that the proposed method has better disturbance-rejection and steady-state tracking performance
than the conventional state-observer-based fixed-period repetitive control and EID-compensation-based spatial repetitive
control methods.
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1 引引引言言言

旋转机械系统广泛应用于数控机床、医用离心

机、风力发电机组等机械设备,通常需要跟踪或抑制
位置相关周期信号.旋转机械系统通常需要调速或变
速运行,旋转体转动一周的角度恒为2π,但在时域内
周期长度随着旋转体转速的变化而变化. 变速加工是
一种提高加工稳定性、抑制颤振的有效手段. 以凸轮
的精加工过程为例[1],旋转电机带动固定凸轮毛胚的
转台变速运行,由直线电机驱动的精磨砂轮则沿着垂
直于转台主轴方向做径向进给运动,以完成所需的凸
轮轮廓. 砂轮与工件的相对位移是直线伺服单元的参
考目标值,是一个随旋转位移周期性变化的重复信号.
然而,在时域内则是瞬时频率与旋转速度成正比的时
变周期信号,这对实现其渐近跟踪提出了极大的挑战.

重复控制[2]是一种有效的周期信号跟踪/抑制方
法,其理论基础是内模原理[3]. 通过将周期信号内模

1

1− e−Trs
嵌入到系统回路,以实现对任意周期为Tr

的周期信号的无偏差稳态跟踪或抑制.基本重复控制
系统是一个中立型时滞系统,为了改善系统的稳定性,
Hara等人[4]在内模时延环节串联低通滤波器构建改进

型重复控制器. 然而,改进型重复控制器是一个近似
的周期信号发生器,对周期信号的稳态跟踪误差不再
为零. 重复控制方法具有易于实现、结构简单、控制
效果好等优点,目前已被广泛应用于机电伺服系统等
各个领域[5–7]. 然而,传统重复控制对周期变化非常敏
感,即使是微小的变化,也会导致重复控制器在基频
和谐波处的增益大幅减小[8],使得系统的周期性能急
剧下降. 因此,传统重复控制方法不适用于位置相关
时变周期信号的跟踪或抑制.

针对位置相关时变周期信号的时域重复控制方法

主要包括虚拟变频采样重复控制[9]和变频采样重复控

制[10]. 前者保持系统采样频率不变,将系统采样频率
和周期信号瞬时频率的比值的分数部分用有限脉冲

滤波器代替,只有当周期信号频率变化范围较小且变
化缓慢时才能保证系统的控制精度;后者要求根据周
期信号频率变化同步调节系统控制器采样频率,对系
统硬件要求高,并且线性时不变 (linear time invariant,
LTI)系统通过变频采样后转化为线性时变系统,加大
系统设计难度.旋转机械系统具有重复运行的特点,
位置相关周期信号在时域内的周期时变,但在位置域
内的周期恒定,为此国内外学者提出了空间域重复控
制方法[11]. 但LTI系统在位置域是一个非线性系统,
并且时域镇定控制器难以在位置域实现,为了保证系
统的稳定性,现有空间域重复控制方法通常需要在时
域内近似实现周期信号内模,导致内模误差[12–13],难
以满足实际控制工程对系统控制精度的要求.

此外,旋转机械系统不可避免地会受到参数摄动

和外部扰动等不确定性影响,根据Bode积分原理,重
复控制在周期信号基频及其谐波处的灵敏度为零,以
牺牲其他频率处的灵敏度为代价,重复控制无法抑制
甚至可能放大非周期扰动.为了提高重复控制系统的
扰动抑制性能,国内外学者提出了将重复控制和其他
主动扰动抑制方法相结合的系统设计方法,如基于扰
动观测器的重复控制[14],基于自抗扰控制(active dis-
turbance rejection control, ADRC)的重复控制[15]和基

于等价输入干扰 (equivalent input disturbance, EID)补
偿的重复控制[16–17]等. EID方法的基本思想是将各种
扰动对系统的影响等价成一个输入干扰对系统的影

响,通过估计这个等价的输入干扰(即EID),直接作用
于系统输入端,并使它的作用相反来进行补偿,从而
消除扰动对系统的影响[18]. 该方法与其他主动扰动抑
制方法相比具有明显的优势,例如:不需要求解控制
对象的逆模型、无需扰动的任何先验信息、不存在不

稳定的零极点对消问题[19]. 但是以上方法都仅应用于
周期为常数的周期信号跟踪或抑制,没有考虑如何提
高时变周期重复控制系统的抗扰性能.这就是本文的
研究动机.

本文针对一类具有位置相关周期性控制任务的旋

转机械系统,提出基于EID补偿的时变周期重复控制
系统结构和控制器参数优化方法,抑制非周期扰动对
系统输出的影响,实现对位置相关时变周期性参考输
入的高精度跟踪. 本文的主要创新点如下: 1)利用系
统位置信息构建基于时变时滞算子的位置相关时变

周期信号内模,内模匹配且能准确实现,保证了系统
的稳态控制精度和可操作性; 2)构造基于比例–积分
观测器 (proportional-integral observer, PIO)的EID估
计器,对非周期扰动的作用进行实时估计和动态补偿,
与传统基于龙伯格观测器(luenberger observer, LO)的
EID方法相比, EID估计精度得到提高,进而改善系统
的扰动抑制性能; 3)重复控制增益、观测器增益和反
馈控制增益通过粒子群优化(particle swarm optimiza-
tion, PSO)算法进行同步优化,保证系统获得满意的扰
动抑制性能、跟踪性能和鲁棒性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下受扰旋转机械系统:{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Bdd(t),

y(t) = Cx(t),
(1)

其中: x(t) ∈ Rn为系统状态变量; u(t) ∈ R为控制输
入; y(t)∈R为输出; d(t)∈R为外部扰动; A ∈ Rn×n,
B ∈ Rn, Bd ∈ Rn, C ∈ R1×n为已知实数矩阵. 假设
矩阵B是列满秩矩阵.

假假假设设设 1 (A, B)能控且(A, C)能观.

假假假设设设 2 (A, B, C)在虚轴上没有零点.
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假假假设设设 3 扰动d(t)引起的输出轨迹 y(t) ∈ Φ,其
中Φ= pi(t) sin(ωit+ϕi), i= 1, 2, · · · , n <∞, ωi >
0和ϕi为常值, pi(t)为时间相关的多项式函数.

注注注 1 假设1是系统在设计过程中保持内部稳定的标

准条件,系统能观是设计状态观测器的前提.系统(1)中,若

rank{B,Bd} = rank{B}成立,则外部扰动d(t)是匹配的;否

则称其为非匹配扰动.因此,传统ADRC方法[20]不适用于本

系统.假设2是保证系统内部稳定性的简化条件,实际上只需

要保证系统虚轴上的零点不与参考输入信号内模上的极点重

合.

引引引理理理 1[18] 在假设 1–3成立的情况下,系统 (1)
存在作用于控制输入通道的EID de(t),该信号对输出
y(t)的影响与外部扰动d(t)的作用等效.

根据引理1,可以将系统(1)等效表示为{
ẋ(t) = Ax(t) +B[u(t) + de(t)],

y(t) = Cx(t).
(2)

本文后续均用上述系统(2)表示控制对象(1).

假设参考输入信号r(t)为位置相关周期函数,即

r(t) := r̃(θ) = r̃(θ − Tθ), (3)

其中Tθ是位置域周期常数.

假设旋转体的旋转方向不变,旋转角度θ定义为

θ := f(t) =
w t

0
ω(τ)dτ + f(0), (4)

其中: f(0)是初始角度, ω(t)是角速度.由式(4)得
dθ

dt
= ω(t) > 0, ∀t > 0, (5)

f(t)是关于时间 t的单调递增函数,存在反函数,记为
t := f−1(θ).

定义时变周期

τ(t) :=

{
t0 = f−1(Tθ), 0 < t 6 t0,

t− f−1(f(t)− Tθ) = t− tθ, t>t0,
(6)

其中: t0表示旋转第1个位置域周期Tθ所需的时间,当

前旋转位置f(t)与f(t)− Tθ具有相同的相对位置,
tθ = f−1(f(t)− Tθ)表示旋转到上一个相同(相对)位
置所需的时间. 因此

r(t) =

{
r̃(θ(t)), 0 < t < t0,

r(t− τ(t)), t > t0.
(7)

进而由拉格朗日中值定理,存在tξ1和tξ2满足

Tθ=

{
f(t0)− f(0)=ω(tξ1)t0, 0 < tξ1 6 t0,

f(t)−f(tθ)=ω(tξ2)(t− tθ), t0<tξ2 <t,
(8)

于是存在一个tξ ∈ {tξ1 , tξ2},使得

Tθ = ω(tξ)τ(t), (9)

即有

τ(t) =
Tθ

ω(tξ)
6 Tθ

ωmin

. (10)

进一步地,由式(6)得到

τ̇(t)=


0, 06 t<t0,

1− ω(t)

ω(tθ)
61− ωmin

ωmax

, t> t0.
(11)

根据式(10)–(11),存在正数边界τ̄和h满足

0 6 τ(t) 6 τ̄ , τ̇(t) 6 h. (12)

本文控制目标:对于旋转机械系统 (1),设计控制
律u(t)以消除外部扰动d(t)对输出y(t)的影响,并实
现对时变周期参考输入信号的高精度跟踪,即使得跟
踪误差e(t) = [r(t)− y(t)] → 0, t → ∞.

3 基基基于于于EID补补补偿偿偿的的的时时时变变变周周周期期期重重重复复复控控控制制制系系系统统统
基于EID补偿的时变周期重复控制系统(图1)包括

5个部分: 时变周期重复控制器、PIO、EID估计器、
反馈控制器和被控对象,其中: 重复控制器用于跟踪
时变周期参考输入信号, PIO用来估计系统状态, EID
估计器用于估计非周期扰动,反馈控制器用于改善系
统的动态性能.

PIO

EID

( ) ( ) ( )

( ) ( )

d
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q
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1

1
f ( ) ( ) ( )( )

( )

2

1
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ɶ
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图 1 基于EID补偿的时变周期重复控制系统结构

Fig. 1 Configuration of EID-compensation based time-varying repetitive control system
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3.1 基基基于于于PIO的的的EID估估估计计计器器器
在图1中, PIO的状态方程为

˙̂x(t)=Ax̂(t)+Buf(t)+L1[y(t)−ŷ(t)]+BxI(t),

ẋI(t) = L2[y(t)− ŷ(t)],

ŷ(t) = Cx̂(t),

(13)

其中: x̂(t) ∈ Rn为x(t)的估计值, ŷ(t) ∈ R为观测器
输出, xI(t) ∈ R为积分项, L1 = [l11 l12 · · · l1n]

T和

L2 ∈ R为待设计的观测器增益.

基于重构状态反馈的重复控制律为

uf(t) = Kqv(t) +Kpx̂(t), (14)

其中: Kq是重复控制前馈增益, Kp是重构状态反馈

控制增益, v(t)是重复控制器输出.

定义状态估计误差

xe(t) = x(t)− x̂(t), (15)

联立式(2)得到

˙̂x(t)=Ax̂(t)+Axe(t)−ẋe(t)+B[u(t)+de(t)]. (16)

假设存在控制输入∆d(t),使得

B∆d(t) = Axe(t)− ẋe(t), (17)

设EID估计值为

d̂e(t) = ∆d(t) + de(t), (18)

将式(17)–(18)代入式(16),得到

˙̂x(t) = Ax̂(t) +B[u(t) + d̂e(t)]. (19)

结合式(13)(19),求解出EID估计值

d̂e(t) = B+L1Cxe(t) + xI(t) + uf(t)− u(t), (20)

其中B+ = (BTB)−1BT为矩阵B的伪逆.

注注注 2 本文采用PIO(13)估计系统状态,与传统基于LO

的EID方法(简记为LO-EID)相比,增加了误差积分项,以提高

对系统状态的估计精度,进而提高EID的估计精度,改善系统

的扰动抑制能力. 这在第5节的仿真对比分析得到了验证. 为

了防止PIO(13)中误差积分项引起的积分饱和现象,本文对积

分环节进行了限幅,并通过选取合适的观测器增益,保证能量

函数单调递减,也就是进行条件积分.

EID估计值d̂e(t)可能会受到输出端高频噪声影响,
更重要的是,为了解决EID估计值与控制输入之间的
因果关系问题[21],为此引入低通滤波器F (s),得到滤
波后的EID估计值,即

D̃e(s) = F (s)D̂e(s), (21)

其中D̂e(s)和D̃e(s)分别是d̂e(t)和d̃e(t)的拉普拉斯变

换. F (s)满足频率特性

|F (jω)| ≈ 1, ω ∈ ωd, (22)

其中ωd为扰动d(t)的最大角频率,其状态空间模型为

{
ẋF(t) = AFxF(t) +BFd̂e(t),

d̃e(t) = CFxF(t),
(23)

其中xF(t)为滤波器状态变量.

注注注 3 设计EID估计器的关键是选择合适的观测器增

益L1, L2和滤波器F (s),使得 d̂e(t)渐近收敛到 de(t),且有

D̃e(jω) ≈ D̂e(jω), ∀ω ∈ [0, ωd],从而保证 d̃e(t)高精度估计

de(t).

3.2 时时时变变变周周周期期期重重重复复复控控控制制制器器器

基于式(6)的时变周期τ(t),定义时变时滞算子

Dτ (ξ(t)) := ξ(t− τ(t)), (24)

构造图1所示的时变周期重复控制器,其中q(s)为一

阶低通滤波器

q(s) =
ωc

s+ ωc

, (25)

其状态空间模型为{
ẋq(t)=−ωcxq(t)+ωcxq(t−τ(t))+ωce(t),

v(t)=e(t)+xq(t−τ(t)),
(26)

其中: ωc是剪切频率, xq(t)为低通滤波器的状态变量,
v(t)为时变周期重复控制器输出.

注注注 4 由时变时滞算子Dτ (24)构成的正反馈回路实质
是一个时变周期信号发生器,特殊地,若τ(t)为常数,则转化
为文献[17]中的传统重复控制器. 对应的中立型时变时滞系
统可以实现对时变周期参考输入信号的无偏差稳态跟踪,但
对于一般的控制对象系统难以稳定[22]. 低通滤波器的嵌入改
善了系统的稳定性条件,但使得系统对时变周期参考输入信
号的稳态跟踪误差不再为零. 因此,时变周期重复控制系统
存在稳定性和稳态跟踪性能之间的折衷问题,选择合适的剪
切频率ωc,是解决这个折衷问题的关键.为此要求低通滤波
器q(s)满足如下频率特性:{

|q(jω)| ≈ 1, ω 6 ωr,

|q(jω)| < 1, ω > ωr,
(27)

其中ωr是时变周期参考输入信号的最大角频率.

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析与与与控控控制制制器器器参参参数数数优优优化化化

构造基于EID补偿的复合控制律

u(t) = uf(t)− d̃e(t), (28)

其中: uf(t)用于实现对时变周期参考输入信号的高精

度跟踪;引入的d̃e(t)用于补偿非周期扰动,提高时变
周期重复控制器的鲁棒性.

本文控制设计的关键是选择合适的观测器增益

[L1 L2]和反馈控制增益[Kp Kq],使得系统具有满意
的动态响应速度、稳态跟踪性能和鲁棒性.

4.1 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

通过对图1进行结构等价变换,得到由两个子系统
串联构成的等效系统(图2): 虚线上方为扰动抑制子系
统(子系统I),虚线下方为跟踪控制子系统(子系统II).
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图 2 图1的等效系统

Fig. 2 Equivalent system of Fig. 1

结合式(2)(13)(15)(20)(23)(28),得到子系统I的状态方
程描述

χ̇1(t) = Ā1χ1(t), (29)

其中: χ1(t) = [xT
e (t) xT

I (t) xT
F(t)]

T,系统矩阵

Ā1 =

 A−L1C −B −BCF

L2C 0 0

BFB
+L1C BF AF+BFCF

 .

对于跟踪控制子系统II,考虑到线性时不变系统的
稳定性与外部输入信号无关,令r(t) = 0和d(t) = 0,
结合式(2)(14)(26)(28)得到其状态方程描述

χ̇2(t) = Ā2χ2(t) + Ādχ2(t− τ(t)), (30)

其中:
χ2(t)=

[
x(t)

xq(t)

]
, Ā2=

[
A+BFp 0

−ωcC − ωc

]
,

Ād=

[
0 BFq

0 ωc

]
, Fp=Kp−KqC, Fq=Kq.

(31)

可见子系统I没有包含子系统II的动态. 因此,闭环系
统满足分离设计原理.

注注注 5 系统矩阵Ā2和Ād中引入了参数Fp和Fq,通过
调节Fp和Fq可以实现对重复控制过程中连续控制行为和相

邻周期之间学习行为的调节,从而改善系统的暂态和稳态性
能.同时由式(31)得到

Kp = Fp + FqC, Kq = Fq. (32)

假设矩阵Π的结构奇异值分解式为

Π = Ū [S̄ 0]V̄ T, (33)

其中: S̄是半正定矩阵; Ū , V̄是酉矩阵.

基于结构奇异值分解式(33),得到如下满足矩阵方
程ΠX = X̄Π的条件.

引引引理理理 2[23] 给定矩阵Π∈ Rp×m, rank(Π)=p.

对任意矩阵X ,存在X̄∈Rp×p,使得ΠX = X̄Π的充

要条件是X ∈ Rm×m可以表示为

X = V̄

[
X̄α 0
0 X̄β

]
V̄ T, (34)

其 中: V̄ ∈ Rm×m是 酉 矩 阵, X̄α ∈ Rp×p, X̄β ∈
R(m−p)×(m−p).

引引引理理理 3[24] 对于给定的实对称矩阵Σ = ΣT,以
下条件等价:

1) Σ =

[
Σ11 Σ12

∗ Σ22

]
< 0;

2) Σ11 < 0,且Σ22 −ΣT
12Σ

−1
11 Σ12 < 0;

3) Σ22 < 0,且Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ

T
12 < 0.

定定定理理理 1 给定一个矩阵M ,以及正数α11和α12,
如果存在正定对称矩阵Xα, Xβ , X12, X13和合适维数

的矩阵W11和W12,使得下列线性矩阵不等式 (linear
matrix inequality, LMI)成立:Φ11 Φ12 Φ13

∗ Φ22 Φ23

∗ ∗ Φ33

<0,

α11X11 α12X11M 0

∗ X12 0

∗ ∗ X13

>0,

(35)

其中: 输出矩阵C的奇异值分解式为

C = U [S 0]V T, (36)

S ∈ Rp×p是半正定矩阵, U ∈ Rp×p, V ∈ Rn×n是酉

矩阵; X11 = V diag{Xα, Xβ}V T;

Φ11=α11(AX11 +X11A
T −W11C − CTWT

11)−
α12(BMTX11 +X11MBT);

Φ12=α12(AX11M−W11CM)+α11C
TWT

12−BX12;

Φ13=−BCFX13+α11C
TWT

11B
+TBT

F+α12X11MBT
F ;

Φ22=α12(W12CM +MTCTWT
12);

Φ23=α12M
TCTWT

11B
+TBT

F +X12B
T
F ;

Φ33=(AF +BFCF)X13 +X13(AF +BFCF)
T,

则子系统I(29)渐近稳定,且PIO观测器增益为{
L1 = W11X̄

−1
11 , L2 = W12X̄

−1
11 ,

X̄−1
11 = USX−1

α S−1UT.
(37)

证明见附录A.

定定定理理理 2 给定正数α21和β22,如果存在正定对称
矩阵X21, X22, Y21, Y22和合适维数的矩阵W21和W22,
使得下列LMI成立:

Ψ11 Ψ12 0 Ψ14 α21X21 0
∗ Ψ22 0 Ψ24 0 X22

∗ ∗ Ψ33 0 0 0
∗ ∗ ∗ Ψ44 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −Y21 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −β22Y22

<0, (38)
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则子系统II渐近稳定,其中:

Ψ11 = α21(AX21 +X21A
T +BW21 +WT

21B
T),

Ψ12 = −α21ωcX21C
T, Ψ14 = β22BW22,

Ψ22 = −2ωcX22, Ψ24 = β22ωcY22,

Ψ33 = (h− 1)Y21, Ψ44 = (h− 1)β22Y22.

进一步地,可得控制增益

Fp = W21X
−1
21 , Fq = W22Y

−1
22 . (39)

证明见附录B.进而由式(39)得式(14)中的控制增
益

Kp=W21X
−1
21 +W22Y

−1
22 C, Kq=W22Y

−1
22 . (40)

注注注 6 LMI (35) (38)中引入可调参数 (矩阵)M , α11,

α12, α21和β22可以增强求解控制器参数的LMI可行性,降低

系统设计的保守性,并提高系统设计的灵活性.

4.2 扰扰扰动动动抑抑抑制制制性性性能能能分分分析析析

令参考输入r(t) = 0,对图2进行结构等价变换得
到图3, de(t)到y(t)的传递函数为

Gdy(s) = Gd(s)Go(s)Gf(s), (41)

其中:

Gd(s) = [1 + D̄(s)H(s)F̄ (s)]−1,

Go(s)=1−KpD̄(s), Gf(s)=[1+M(s)P̄ (s)]−1P̄ (s),

F̄ (s)=CF[sI−F−1
0 BF], M(s)=Kq[1−q(s)Dτ ]

−1,

H(s)=B+L1C+s−1L2C, P̄ (s)=C[sI−P0]
−1B,

D̄(s)=[sI−A+L1C+s−1BL2C]−1B,

F0 = AF +BFCF, P0 = A+BKp.

图3所示系统可视为在控制系统中嵌入扰动抑制
环节Gd(s). 若D̄(s), H(s)和F̄ (s)经过合理设计使得

∥Gd∥∞≈ 0,则可以消除扰动对输出的影响.

结合图2–3,得到等效结构框图(图4),在外部输入
r(t)和de(t)作用下系统的跟踪误差为

E(s) =
R(s)−Gd(s)Go(s)P̄ (s)De(s)

1 +M(s)P̄ (s)
. (42)

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

d( )

p

e( )

e( )

ɶ
e( )

o( ) f ( )

( )

图 3 de(t)到y(t)的等效系统

Fig. 3 Equivalent system from de(t) to y(t)

注注注 7 由式 (42)可知,通过选取合适的观测器增益L1

和L2,使得Gd(s)趋于零,可以减小非周期扰动对输出的影

响.

4.3 控控控制制制器器器参参参数数数优优优化化化设设设计计计

本文选取PSO算法,结合稳定性条件定理1和定理

2搜索优化可调参数α11, α12, α21和β22,然后代入
LMI(35)和(38)获得反馈控制增益[Kp Kq]和观测器

增益[L1 L2]. 粒子的速度与位置更新公式为{
V k+1
i = wV k

i +c1r1(X
k
pi
−Xk

i )+c2r2(X
k
g −Xk

i ),

Xk+1
i = Xk

i + V k+1
i ,

(43)
其中: Xi = [α11i α12i α21i β22i](i = 1, 2, · · · , n)表
示第i个粒子的位置; V k

i 和Xk
i分别表示第i个粒子在

第k次迭代时的速度和位置; Xk
pi
表示第i个粒子在第

k次迭代时所处的个体最佳位置; Xk
g是整个粒子群第

k次迭代时所处的群体最佳位置; r1和r2为区间(0, 1)
之间的随机数; c1, c2和w分别为粒子的个体学习因

子、群体学习因子和惯性权重

c1 = cmax −
(cmax − cmin)k

K
,

c2 = cmin +
(cmax − cmin)k

K
,

w = wmax −
(wmax − wmin)k

K
,

(44)

其中: cmax, cmin, wmax, wmin分别代表最大、最小学

习因子和最大、最小惯性权重; K为最大迭代次数.

e( )
d( ) o( )

( )
( )( )

( )
( )

图 4 外部输入信号到e(t)的等效系统

Fig. 4 Equivalent system from input signal to e(t)

注注注 8 式(44)中的学习因子和惯性权重的表达式选取

为线性函数,在迭代前期设置较大的c1和w来保证粒子充分

搜索优化空间,在迭代中后期逐渐提高c2的权重. 与选择固

定的学习因子和惯性权重相比,粒子能够更好地利用全局最

优信息,可以有效避免算法出现局部最优,从而增强动态优化

效果.

定义目标函数

Jk
i = J1 + J2 + J3, (45)

其中: 
J1 = m1

w tf

0
t|eki (t)|dt,

J2 = m2 ·max |eki (t)|, 0 6 t 6 tf ,

J3 = m3

w tf

0
t|xk

i (t)− x̂k
i (t)|dt,

tf为积分时间; Jk
i , xk

i (t), x̂
k
i (t)和eki (t)分别为第i个粒

子在第k次迭代时对应的适应度值、系统状态、状态

估计值和系统跟踪误差, Jk
i的各项权值为m1, m2和

m3. 式(45)中, J1用于评估系统的动态性能和稳态性

能, J2用于评估系统的平稳性, J3用于评估系统的扰
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动估计性能.引入优化精度参数ε0 > 0,以LMI(35)和
(38)为约束条件,通过求解优化问题

min Jk
i < ε0, (46)

获得控制器参数优化组合.

5 仿仿仿真真真验验验证证证

本节将所提方法应用于卡盘–工件系统[25]速度控

制,假设系统参数为

A=

[
0 1

−1 − 1

]
, B=

[
0

1

]
, Bd=

[
0.5

0

]
, C=

[
1

1

]T

.

(47)

考虑跟踪位置相关时变周期参考输入

r̃(θ(t)) = −10 cos θ(t) + 10, (48)

其中

θ(t) =

{
0.075t2, 0 6 t < 20 s,

3t− 30, t > 20 s,
(49)

于是Tθ = 2π. 式(11)中时变周期τ(t)的导函数为

τ̇(t) =

−40π

3t2
, 0 6 t < 20 s,

0, t > 20 s.

(50)

非周期外部扰动为d(t)=0.1(tanh(t−10)−tanh(t−
20)) + 0.1 sin(0.4πt).

选取 q(s)的截止角频率为ωc = 100,低通滤波器
F (s)的参数为AF = −25.1, BF = 25和CF = 1.

应用第 4.3节PSO算法求解控制器参数,设m1=

0.1, m2 =0.8, m3 =0.1, ε0 =10, M = [−1 0]T, n=

100, K=150,搜索维度d0 = 4,学习因子cmax=1.2,
cmin = 0.3,惯性权重wmax=2, wmin=0.4,结合系统
稳定性条件式(35)(38),求解优化问题(46)得到参数{

α11 = 851.695, α12 = 484.062,

α21 = 16.817, β22 = 15.882,
(51)

代入式(37)(40)得到控制器参数{
Kp = [−2.134 − 1.785], Kq = 182.036,

L1 = [2.161 0.570]T, L2 = 0.859.
(52)

仿真结果如图5和表1所示,其中: max |e(t)|为最
大跟踪误差, ess为系统稳态跟踪误差, uss为系统稳态

控制输入. 系统在第3个位置域周期后进入稳态,最大

稳态跟踪误差绝对值不超过3.788× 10−4,约为参考
输入幅值的0.001 9%.
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图 5 基于EID补偿的时变周期重复控制系统的响应曲线

Fig. 5 Response curves of the EID-compensation based
time-varying periodic repetitive-control system

为了验证所提出的基于 PIO的EID (简记为 PIO-
EID)方法的扰动抑制性能,本文设计了文献[18]中基
于LO的EID估计器,对应de(t)到y(t)的传递函数为

Ĝdy(s) = Ĝd(s)Ĝo(s)Gf(s), (53)

其中 

Ĝd(s) = [1 + D̂(s)Ĥ(s)F̄ (s)]−1,

Ĝo(s) = 1−KpD̂(s),

D̂(s)=(sI−A+L1C)−1B,

Ĥ(s) = B+L1C.

表 1 性能指标对比
Table 1 Comparison of performance indices

控制方法 max |e(t)|0<t620 ess uss J JITAE1
JITAE2

LO-EID-MRC[17] 0.255 5.239×10−4 54.114 10.530 24.08 1.24×10−3

PIO-EID-SRC[12] 0.308 2.998×10−2 54.824 37.630 10.28 2.66×10−3

LO-EID[18] 0.310 5.239×10−4 54.114 9.509 13.49 1.24×10−3

本方法 0.310 3.788×10−4 54.114 9.421 13.49 7.94×10−4
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根据图 6(a),本方法的输出 yde
(t)减小了 32.30%,

可见PIO-EID比LO-EID具有更好的扰动抑制性能.

定义性能指标

JITAE1
=

w 20

0
t|e(t)|dt, JITAE2

=
w 40

30
t|e(t)|dt, (54)

其中: JITAE1
评价系统在 0 ∼ 20 s变速运行的控制性

能, JITAE2
评价系统在 30 ∼ 40 s匀速运行的控制性

能.图6(b)和表1对基于PIO-EID和LO-EID[18]的时变

周期重复控制系统的暂态和稳态性能进行了比较,可
见本文所提方法同时具有更好的跟踪性能.

50403020100
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e(
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/ s
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(a) de(t)作用下的输出

0.4
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50403020100
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/ s

(
)

(b)与时变周期重复控制器结合的系统跟踪误差

图 6与基于LO的EID[18]方法比较

Fig. 6 Comparisons with LO-EID[18]

为了进一步验证所提方法的控制性能,本文将基
于LO-EID的定周期改进型重复控制[17](modified rep-
etitive control, MRC)和基于PIO-EID的空间域重复控
制[12](spatial repetitive control, SRC)方法进行对比.为
了保证比较的公平性,低通滤波器、状态观测器增益
和反馈控制增益均与式(52)一致.仿真结果图7和表1
所示: 1)在变速运行阶段,本方法和SRC方法的性能
指标明显优于MRC方法; 2)在匀速运行阶段,虽然本
文所提方法的超调量偏大一点,但闭环系统收敛速度
更快,稳态跟踪误差更小; 3)本文提出的时变周期重
复控制方法具有最好的暂态和稳态控制性能.

此外,实际系统中不可避免地存在测量噪音等因
素影响,为了验证所提方法的实用性,本文在系统输
出通道加入白噪声(峰值:±0.02),仿真结果如图8所
示,表明系统的稳态跟踪误差仍然维持在较小的范围,
可见所提方法能够很好地抑制噪声对系统性能的影

响.
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图 7 与PIO-EID-SRC[12]和LO-EID-MRC[17]跟踪误差对比

Fig. 7 Comparisons of tracking error between PIO-EID-
SRC[12] and LO-EID-MRC[17]

0.02
0.00
0.02

50403020100

PIO-EID PIO-EID 输出含噪

0.4

0.2

0.0

0.2

0.3

0.1

0.1

/ s

(
)

图 8 输出中有白噪声(峰值:±0.02)基于PIO-EID的时变
周期重复控制系统的跟踪误差

Fig. 8 Tracking error of PIO-EID-based time-varying peri-
odic repetitive-control system with whitenoise (peak
value: ±0.02) in output

6 结结结论论论

本文针对一类同时具有位置相关的时变周期参考

输入信号和非周期扰动的旋转机械系统,提出基于
PIO-EID的时变周期重复控制方法,建立了基于PIO
的EID估计器对非周期扰动的作用效果进行实时估计
和前馈补偿.基于分离设计原理,建立了系统稳定性
条件,采用PSO算法对时变周期重复控制器和EID估
计器参数进行寻优. 最后将本文所提出的方法应用于
卡盘–工件系统的转速控制,通过与基于传统EID估计
器的时域定周期重复控制方法和基于PIO-EID的空间
域重复控制方法进行对比,说明本文方法具有更好的
暂态和稳态抗扰及跟踪控制性能.
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附附附录录录A(定定定理理理1证证证明明明)
证证证 选取Lyapunov候选函数

V (χ1(t)) = χT
1 (t)P̄1χ1(t), (A1)

其中P̄1 = X−1, X是对称正定矩阵,设定为

X =

α11X11 α12X11M 0

∗ X12 0

∗ ∗ X13

 . (A2)

V (χ1(t))沿系统(29)的时间导数为

V̇ (χ1(t)) = χT
1 (t)(P̄1Ā1 + ĀT

1 P̄1)χ1(t), (A3)

如果Σ1 = P̄1Ā1 + ĀT
1 P̄1 < 0成立,那么子系统I渐近稳定.

将Σ1分别左乘和右乘对角矩阵X = P̄−1
1 ,得到

Ξ1 = Ā1X +XĀT
1 < 0. (A4)

进而由式(A2)得到LMI(35). 由于X11=V diag{Xα, Xβ}V T,
根据引理2和式(36)得CX11=X̄11C,且X̄11=USXαS

−1UT.

令W11 = L1X̄11, W12 = L2X̄11,于是得到观测器增益

(37). 证毕.

附附附录录录B(定定定理理理2证证证明明明)
证证证 构造如下所示的Lyapunov-Krasovskii泛函:

V (t, χ2(t)) = χT
2 (t)P̄2χ2(t) +

w t

t−τ(t)
χT
2 (s)Q̄2χ2(s)ds,

(B1)

其中: X21=P−1
21 , X22=P−1

22 , Y21=Q−1
21 , Y22=Q−1

22 , P̄2 =

diag{ 1

α21
P21, P22}, Q̄2 = diag{Q21,

1

β22
Q22}.

注意到上式由于τ(t)存在导致V (t, χ2(t))显含t. 根据式(12)
可知,时变周期τ(t)满足条件τ̇(t) 6 h < 1,即为变化缓慢的
时变时滞. 将V (t, χ2(t))沿系统(30)对时间求导

V̇ (t, χ2(t)) =

2χT
2 (t)P̄2χ̇2(t) + χT

2 (t)Q̄2χ2(t)−

(1− τ̇(t))χT
2 (t− τ(t))Q̄2χ2(t− τ(t)) <

χT
2 (t)(P̄2Ā2 + ĀT

2 P̄2 + Q̄2)χ2(t) +

χT
2 (t)P̄2Ādχ2(t−τ(t))+χT

2 (t−τ(t))ĀT
dP̄2χ2(t)−

(1− h)χT
2 (t− τ(t))Q̄2χ2(t− τ(t)) =

Ψ̄T(t)ΞΨ̄(t), (B2)

其中:

Ψ̄(t) =
[
χT
2 (t) χT

2 (t− τ(t))
]T

,

Ξ =
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Ψ̄11+Q21 Ψ̄12 0 Ψ̄14

∗ Ψ̄22+
1

β22
Q22 0 Ψ̄24

∗ ∗ (h−1)Q21 0

∗ ∗ ∗ (h−1)

β22
Q22

 ,

Ψ̄11 =
1

α21
(P21A+ATP21 + P21BFp + FT

p BTP21),

Ψ̄12 = −ωcC
TP22, Ψ̄14 =

1

α21
P21BFq,

Ψ̄22 = −2ωcP22, Ψ̄24 = ωcP22.

如果矩阵不等式Ξ < 0成立,那么子系统II是渐近稳定的. 根
据引理3, Ξ < 0等价于

Ψ̄11 Ψ̄12 0 Ψ̄14 Q21 0

∗ Ψ̄22 0 Ψ̄24 0
1

β22
Q22

∗ ∗ (h−1)Q21 0 0 0

∗ ∗ ∗ (h−1)

β22
Q22 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −Q21 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1

β22
Q22


<0.

(B3)

定义

W21 = FpX21, W22 = FqY22. (B4)

将式 (B3)左乘和右乘 diag{α21X21,X22, Y21, β22Y22,

Y21, β22Y22},得到LMI(38),并根据式 (B4)得到式 (40)的控

制器参数. 证毕.
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