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摘要:本文研究了一类分布式在线约束优化问题,其中每个智能体局部损失函数时变且为凸函数,且仅对自身可
知. 各智能体拥有不同的约束集,且智能体间的通信通过一系列时变不平衡有向图表示. 本文的目标是以分布式方
式求解这一在线优化问题.针对该问题,本文在推和的框架下结合投影反馈和消除不平衡性的思想,提出了一种新
的分布式在线优化算法. 当全局损失函数为强凸时,证明了算法的网络静态悔界R(T )以速率O(log(T ))收敛. 最后,
通过数值仿真实验验证了算法的有效性. 这些结果展示了该算法在解决分布式在线优化问题中的潜在应用前景.
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Abstract: This paper investigates a class of distributed online constrained optimization problems, where each agent
possesses a time-varying convex local loss function that is known only to itself. Each agent operates under a distinct
constraint set, and communication between agents is modeled through a series of time-varying unbalanced directed graphs.
The goal of this paper is to solve this online optimization problem in a distributed manner. To this end, we propose a
novel distributed online optimization algorithm that leverages the push-sum framework and the principles of consensus and
projection feedback, while also implementing a strategy to address the issue of imbalance. The theoretical analysis reveals
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1 引引引言言言

近年来,随着科学技术的快速发展及大规模网络

数据的出现,以分布式的方式求解多智能体网络的优

化问题引起了研究者们的广泛关注[1–2]. 在这一研究

框架中,每个智能体仅掌握局部信息,并通过通信网

络与邻近智能体协作,借助自身的梯度信息持续优化

状态,目标是实现整个网络智能体状态的一致性最优.

分布式优化问题在现实世界的应用场景中极为普遍,

多种问题均可在此框架下找到解决方案.典型的应用

案例包括但不限于资源分配[3–4]、隐私保护[5–6]、智能

电网[7]以及传感器网络跟踪[8]等.

至今,分布式优化算法领域已取得了广泛而深入
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的研究成果[9–15]. 上述的分布式优化算法主要针对具
有静态或固定目标函数的优化问题.然而,在许多实
际应用场景中,由于动态因素的影响,目标函数往往
随时间变化. 例如,在机器学习中,新数据样本的出现
会更新成本函数;在传感器定位与跟踪网络中,环境
干扰和噪声导致传感器数据随时间变化. 这些挑战促
使分布式优化算法自然延伸到分布式在线优化领域.

在现有的分布式在线优化算法中,文献[16]推广
了分布式在线次梯度下降和鞍点动力学,并提出了一
系列协调算法. 特别地,当局部目标函数满足强凸性
条件时,所提出的算法实现了O(log(T ))的静态悔界.
在分布式数据源的在线学习场景中,文献[17]提出的
算法不仅在强凸函数条件下实现了与文献[16]相当的
静态悔界,还进一步证明了算法本身具备隐私保护的
特性,并探讨了网络隐私保护的充分和必要条件.文
献[18]通过整合正则化凸凹函数,开发了一种基于共
识机制的自适应分布式原始对偶子梯度算法,有效解
决了带有不等式约束的分布式在线优化问题.针对具
有时间间隔耦合不等式约束的分布式在线问题,文献
[19]提出了一种原始对偶镜像下降算法. 在此算法框
架的基础上,通过融合一点式和两点式强盗反馈机
制,文献 [20]提出了分布式强盗在线算法. 此外,文献
[21–23]通过使用Frank-Wolfe步骤替代传统投影步骤,
也提出了多种优秀的无投影分布式在线优化算法.

上述的分布式优化算法均假设通信网络是处于平

衡状态,并且依赖于双随机矩阵来实现智能体间状态
的最优一致性. 然而,在现实世界的应用中,智能体常
受到外部环境的干扰和噪声影响,导致通信网络的拓
扑结构难以持续维持在平衡状态. 因此,针对现有算
法在双随机权值矩阵依赖性上的局限,探索将这些算
法扩展至非平衡图的分布式优化策略也引起了研究

者的广泛探讨[24–30]. 在解决不平衡网络中的分布式
在线凸优化问题方面,文献[24]扩展了文献[9]的算法
到分布式在线优化中,并实现了O(log(T )2)的悔界.
进一步地,文献[25]引入了强盗反馈机制和单点估计
方法,提出了一种新型分布式在线凸优化算法,该算
法为网络中每个节点提供了的静态悔界. 为了获取更
快的收敛速率,文献[26]通过在推和的策略下结合动
量加速技术,使得所提算法达到了O(

√
1 + log(T ))

的悔界. 文献[27]融合了推和策略与原始对偶算法,
有效解决了存在局部集合约束和耦合不等式约束的

分布式在线优化问题.此外,文献[28]在盈余法[10]的

基础上,结合高斯近似和双点梯度估计技术,提出了
一种在线无梯度分布式投影梯度下降算法. 特别地,
针对存在耦合不等式约束的不平衡网络环境,文献
[29]开发了一种分布式对偶梯度跟踪算法 (distributed
dual subgradient tracking algorithm, DUST).文献[30]
则是通过构造行随机矩阵来应对网络的不平衡性,提

出了一种基于共识机制和局部随机零阶预测方法的

分布式在线优化算法.

根据文献[2]可知,针对具有简单约束集的分布式
在线优化问题,当局部目标函数是强凸时,最好的悔
界是 log(T ). 尽管文献[16]和文献[17]的悔界都达到
了最好的界,但是其均在平衡通信网络上完成的工作.
同时文献[24–26]均是基于推和协议下的分布式在线
优化算法,但其所研究的均是无约束优化问题.鉴于
此,本文研究时变不平衡网络上具有非一致性约束的
分布式在线优化问题,在推和协议的框架下开发新的
分布式在线约束优化算法. 具体贡献如下:

1)与文献[16]和文献[17]相比,本文智能体之间
的通信由一系列时变权重不平衡有向图构成,相对应
的邻接矩阵为列随机矩阵. 与文献[24–26]相比,每个
智能体的状态受不同的闭凸集约束;

2)本文所提出的算法在满足至少一个局部损失函
数是强凸的条件下,通过严格的理论分析证明了网络
静态悔界R(T )为 log(T ). 这一理论成果与现有文献
[2]中报道的具有简单约束集的分布式在线优化问题
下的最佳静态悔界表现一致;

3)通过与文献[17]中的静态悔界结果进行仿真实
验对比,验证了本文算法在静态悔界方面的有效性.

本文的其余部分安排如下: 第2节阐述本文的符号
定义,图论的基本概念以及支撑本文研究的相关引理;
第3节描述所研究的在线优化问题,并给出了分布式
在线约束优化算法的具体形式;第4节对所提算法的
性能进行了深入的理论分析,并呈现了网络静态悔界
R(T )的结果;第5节通过一系列数值仿真实验,验证
了所提出算法悔界的有效性. 最后,本文对研究成果
做出全面总结,并对未来的研究方向提出了展望.

2 预预预备备备知知知识识识

本节介绍本文所使用符号的定义,图论的基础知
识,以及一些所需的基本引理.

2.1 基基基本本本符符符号号号定定定义义义

令R和Z分别表示实数集和整数集, R+和Z+分别

表示正实数集和正整数集. m–维实数向量空间定义
为Rm,而m× n维实数矩阵空间定义为Rm×n. 本文
中的向量默认为列向量,除非另有说明. 符号1表示元

素全为 1的单位列向量. 对于任意向量w ∈ Rm, ∥w∥
表示向量w的欧几里得范数(即二范数),且wi表示向

量w的第i个分量,其中 i = 1, 2, · · · ,m. 对于任意闭
凸集D ⊆ Rm, ΠD(w)表示向量w在闭凸集D上的

投影点, ΠD为闭凸集D上的投影算子,且dist (w,

ΠD(w)) = ∥w −ΠD(w)∥表示向量w到闭凸集D的

距离. 此外,对于定义在Rm上的函数 f , ∂f表示函
数f的梯度.对于任意矩阵A ∈ Rm×n, Aij表示矩阵A

的第i行、第j列的元素, AT和∥A∥分别表示矩阵A的
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转置矩阵和矩阵范数.

2.2 图图图论论论

本文研究由m个智能体组成的网络,其中智能体
之间的通信随时间变化,可用时变有向图序列{Gk}={
I, εk, Qk

}
表示. 这里, I = {1, 2, · · · ,m}代表节点

集,表示m个智能体. εk ⊆ I × I为时变有向边集序

列,伴随有列随机邻接矩阵序列
{
Qk

}
,即QT1 = 1.

在k时刻,若智能体i可以接收到智能体j的信息时,智
能体j称为智能体i的入邻居,智能体i称为智能体j的

出邻居,此时有向边(i, j) ∈ εk,且Qk
ij > 0;若(i, j) /∈

εk,则Qk
ij = 0. 特别对于任意的 i ∈ I , (i, i) ∈ εk,且

Qk
ii > 0. Min

i,k和Mout
i,k分别表示智能体i在k时刻入邻

居和出邻居的集合.若在k时刻存在一组有向边序列

(m0,m1), (m1,m2), · · · , (mn−1,mn),则称智能体
mn到智能体m0之间存在有向路径. 若任意两个智能
体之间均能找出一条有向路径,则称有向图Gk为强连

通图. 若存在一个正整数k0 ∈ Z+,使得有向图Gk的

联合图
k+k0−1∪

r=k

Gr强连通,则称有向图序列{Gk}为一

致联合强连通图.

2.3 相相相关关关引引引理理理

此节给出后续算法分析中将会用到的相关引理.

引引引理理理 1 [9] 假设 {γk}是一个非负标量序列, d0
是满足0 < d0 < 1的正常数,有

a) 如果 lim
k→∞

γk=γ0,则 lim
k→∞

k∑
r=0

dk−r
0 γr=

γ0
1− d0

;

b) 当
∞∑
k=0

γk < ∞时,
∞∑
k=0

(
k∑

r=0

dk−r
0 γr) < ∞.

引引引理理理 2 [11] 假设{γk}是一个严格正标量序列,
d0是满足0 < d0 < 1的正常数,对于t > 0,有

(
r−1∑
k=0

dr−k−1
0 γk)2 6 1

1− d0

r−1∑
k=0

dr−k−1
0 (γk)2.

引引引理理理 3 [31] 对于任意给定向量 b ∈ Rn, c ∈ Rn

和s ∈ Ω ⊆ Rn,投影算子ΠΩ满足如下性质:

a) ∥ΠΩ (b)−ΠΩ (c)∥ 6 ∥b− c∥;

b) (ΠΩ (b)− b)
T
(ΠΩ (b)− s) 6 0.

注注注 1 这些引理在处理闭凸约束集的分布式优化问题

中十分常见.引理1和引理2为后续理论分析奠定基础,引理3

则描述了投影操作的基本性质,其中: a)部分阐明了投影操

作的非扩张性质; b)部分则直接基于投影原理得出.

3 问问问题题题描描描述述述与与与算算算法法法设设设计计计

3.1 具具具有有有非非非一一一致致致性性性约约约束束束的的的分分分布布布式式式在在在线线线优优优化化化问问问题题题

本文研究以列随机矩阵为特征的时变有向图上具

有m个智能体的分布式在线优化问题,每个智能体
i ∈ I拥有时变的损失函数序列f1

i , f
2
i , · · · , fT

i 及约束

集Ωi. fk
i : Rn 7→ R代表着智能体i在k时刻的损失函

数,并且该信息仅在智能体i提交其决策qki后才会被

显示. 目标是最小化所有智能体随时间T变化的累积

成本函数

minimize
T∑

k=1

m∑
i=1

fk
i (q) ,

s.t. q ∈ Ω =
m∩
i=1

Ωi, (1)

其中: q ∈ Rn代表智能体的状态,局部损失函数fk
i 是

凸的,仅智能体i知晓,其他智能体通过网络通信获得
相邻智能体的信息.令Ω∗和f∗分别表示最优解集和

最优损失函数值.此外,局部约束集Ωi是闭凸集,且所
有智能体约束集的交集Ω是非空的. 为求解该问题,
本文作出下述合理假设:

假假假设设设 1 所有局部损失函数fk
i 具有连续的梯度.

假假假设设设 2 所有局部损失函数fk
i 的闭凸约束集Ωi

有界,且最优解集Ω∗非空.

假假假设设设 3 [11] 对于任意的 q ∈ Rn,存在一个正常
数M ,使得下式恒成立:

dist (q,Ω) 6 M max
16i6m

dist (q,Ωi). (2)

假假假设设设 4 时变有向图序列{Gk}为一致联合强连
通图.

注注注 2 为证明算法的收敛性,关键性质之一是假设所

有局部目标函数的梯度一致有界. 因此,本文提出假设1和假

设2,以确保所研究问题的局部损失函数的梯度一致有界. 为

简化分析,假设所有的局部目标函数fki 的梯度值小于常数S,

即∥∂fki (u)∥ 6 S. 同时,最优解集Ω∗非空确保优化问题有最

优解. 假设4的提出旨在确保信息能够在网络中有效传播,从

而保证算法的收敛性、鲁棒性和全局一致性,最终使分布式

优化算法在时变不平衡的网络环境中稳定运行.

3.2 分分分布布布式式式在在在线线线约约约束束束优优优化化化算算算法法法

为求解问题(1),本文提出一种基于推和协议的分
布式在线约束优化算法. 算法1具体形式如下:

vki =

m∑
j=1

Qk
ijq

k
j

m∑
j=1

Qk
ijω

k
j

, (3)

q̂ki =
m∑
j=1

Qk
ijq

k
j + κ

(
uk
i − vki

)
, (4)

qk+1
i = q̂ki − θk∂fk

i (u
k
i ), (5)

ωk+1
i =

m∑
j=1

Qk
ijω

k
j , (6)

其中: qki ∈ Rm表示第i个智能体的状态, ωk
i ∈ R表示

第i个智能体引入的辅助变量. 初始条件 q0i 可以任意

选择, ωi的初始值取1以确保分母不会出现零值. uk
i定

义为状态 vki 在闭凸约束集Ωi上的投影,即uk
i =
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ΠΩi
(vki ). {θk}是满足

∞∑
k=0

θk= ∞和
∞∑
k=0

(θk)2<∞的

非负衰减步长序列. ∂fk
i (u

k
i )表示时变损失函数fk

i 在

点uk
i的梯度值.

基于上述算法形式,算法原理简述如下: 根据式
(3)和式(6),智能体之间先进行信息交互. 由于时变通
信网络的邻接矩阵是列随机的,仅通过通信交互,智

能体状态qki无法收敛到平均状态 q̄k =
1

m

m∑
i=1

qki . 因

此,算法通过引入辅助变量ωk
i来估计转移矩阵Φ(k :

s) = Q(s)Q(s+1) · · · Q(k−1)Q(k)特征值为1的随
机向量π(k),从而确保新状态vki收敛到平均状态q̄k.
更多细节可参考文献[9]. 根据式(4)–(5),通过投影反
馈处理非一致性约束,以及梯度下降思想迭代出下一
时刻的智能体状态qk+1

i . 重复上述步骤,最终使状
态vki收敛到问题(1)的最优解u∗ ∈ Ω∗.

注注注 3 本文的工作受到了文献[9, 11, 16–17, 24–26]中

理论分析的启发,这些理论为选择合适的优化策略提供了科

学依据. 针对时变不平衡有向图的挑战,引入了推和框架来

增强算法的鲁棒性. 在该框架下,传统的投影方法无法直接

应用于非一致性约束的处理. 因此,基于对非一致性约束深

入研究的理论分析,本文利用投影反馈处理约束,确保每次迭

代都能满足约束条件.

为评估所提出分布式在线优化算法的性能,本文
引入常用性能指标,即网络静态悔界R (T ). 具体而
言, R (T )表示网络中所有智能体随时间T 累积的损

失函数之和与最终最优固定决策造成的总代价函数

值之间的差,其定义为

R (T ) =
T∑

k=1

m∑
i=1

fk
i (v)−

T∑
k=1

m∑
i=1

fk
i (u∗), (7)

其中u∗ = argmin
v∈Ω

T∑
k=1

m∑
i=1

fk
i (v). 目标是使得网络静

态悔界R (T )实现次线性收敛,即

lim
T→∞

(
R (T )

T
) = 0.

4 性性性能能能分分分析析析

为清晰地论证所提算法的网络遗憾界R (T )的收

敛性能,本节从以下几个方面逐步分析: 1)首先给出
平均状态q̄的演化关系式,如引理5所示; 2)在引理5的
基础上,通过相关引理和放缩整理得出,网络中所有
智能体平均状态的投影值ūk随时间T累积的损失函数

之和与最终最优固定决策u∗造成的总代价函数值之

间的差,即
T∑

k=1

m∑
i=1

fk
i (ū

k)−
T∑

k=1

m∑
i=1

fk
i (u∗),如引理 6

所示; 3)引理7给出智能体状态vki与智能体平均状态

的投影ūk的演化关系式; 4)结合引理6和引理7,整理
得出网络静态悔界R (T ).

在分析平均状态 q̄的演化关系之前,首先基于注

2中梯度的一致上界 ∥∂fk
i (u)∥ 6 S,先给出误差项

∥vki − q̄k∥的上界. 根据文献 [11]中的引理 6,可直接

推出如下引理4.

引引引理理理 4 [11] 假设1–4成立,对任意i ∈ I ,有

∥vki −q̄k∥6D1λ
k+D2

k−1∑
r=0

λk−r−1(Sθr+κ ∥δri ∥),

(8)

其中: δki = uk
i − vki ; D1, D2和λ都是正常数,且 0 <

λ < 1.

平均状态q̄的演化关系如引理5所示.

引引引理理理 5 假设1–4成立,对任意向量u∗ ∈ Ω∗,有

∥q̄k+1 − u∗∥2 6

∥q̄k − u∗∥2 − κ(2− C3κ)

m
ϕk +

a(φk − φk+1)− 2θk

m

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)− fk
i (u

∗))+

C2(θ
k)2 + 4D2

1λ
2k +

8D2
2S

2

1− λ

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2,

(9)

其中: C1 =
4S

m
+2SM , C2 = 2S2+

C2
1m

2

4
+
C2

1m
2

4κ2
,

C3 =
8D2

2m

(1− λ)2
+ 4, a =

8D2
2κ

2

(1− λ)2
, ϕk =

m∑
i=1

∥δki ∥2,

且φk =
k−1∑
r=0

λk−r−1ϕr.

证 首先,定义 q̃k =
1

m

m∑
i=1

q̂ki =
1

m

m∑
i=1

qki +
κ

m
×

m∑
i=1

(uk
i − vki ). 由式(4)–(5)及Q的列随机性,可得

q̄k+1 = q̄k +
κ

m

m∑
i=1

δki − θk

m

m∑
i=1

∂fk
i (u

k
i ), (10)

式(10)两边减去最优状态u∗,再取范数的平方,得

∥q̄k+1 − u∗∥2 =
2κ

m

m∑
i=1

(q̄k − u∗)T(uk
i − vki ) +

∥q̄k − u∗∥2 − 2θk

m

m∑
i=1

(q̄k − u∗)T∂fk
i (u

k
i )+

∥ κ

m

m∑
i=1

δki − θk

m

m∑
i=1

∂fk
i (u

k
i )∥2. (11)

对于式(11)右边第1项,基于引理3,有(uk
i −u∗)T×

(uk
i − vki ) 6 0,并应用ab 6 1

2κ
a2 +

κ

2
b2,可得

(q̄k − u∗)T(uk
i − vki ) =

(q̄k − vki )
T(uk

i − vki )−

∥uk
i − vki ∥2 + (uk

i − u∗)T(uk
i − vki ) 6

1

2κ
∥vki − q̄k∥2 − 2− κ

2
∥uk

i − vki ∥2. (12)
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对式(12)两边的i求和

2κ

m

m∑
i=1

(q̄k − u∗)T(uk
i − vki ) 6

1

m

m∑
i=1

∥vki − q̄k∥2 − κ(2− κ)

m

m∑
i=1

∥δki ∥2.

(13)

对于式(11)右侧的第3项,利用局部损失函数的凸
性和梯度一致有界性,有

(q̄k − u∗)T∂fk
i (u

k
i ) >

−S∥q̄k − uk
i ∥2 + fk

i (u
k
i )− fk

i (u
∗). (14)

进一步展开和放缩,得到

fk
i (u

k
i )−fk

i (u
∗) >

∂fk
i (ū

k)T(uk
i−ūk)+fk

i (ū
k)−fk

i (u
∗) >

fk
i (ū

k)− fk
i (u

∗)− S∥uk
i − ūk∥. (15)

结合假设3,有

∥uk
i−ūk∥6∥uk

i−q̄k∥+M
m∑
i=1

dist(q̄k, Ωi)6

∥uk
i − q̄k∥+M

m∑
i=1

∥uk
i − q̄k∥. (16)

利用三角不等式, ∥uk
i − q̄k∥ 6 ∥vki − q̄k∥+ ∥uk

i −
vki ∥,并结合式(14)–(16),得到

2θk

m

m∑
i=1

(q̄k−u∗)T∂fk
i (u

k
i )>

−C1

m∑
i=1

θk∥δki ∥+

2θk

m

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)−fk
i (u

∗))−C1

m∑
i=1

θk∥vki −q̄k∥.

(17)

对于式(11)右边第4项,应用范数函数的凸性,有

∥ κ

m

m∑
i=1

δki −
θk

m

m∑
i=1

∂fk
i (u

k
i )∥2 6

1

m

m∑
i=1

∥κδki − θk∂fk
i (u

k
i )∥2 6

2κ2

m

m∑
i=1

∥δki ∥2 + 2S2(θk)2. (18)

进一步,结合式(13) (17)和式(18),可得

∥q̄k+1 − u∗∥2 6
∥q̄k − u∗∥2 −
2θk

m

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)− fk
i (u

∗)) + 2S2
(
θk
)2 −

κ (2− 3κ)

m

m∑
i=1

∥∥δki ∥∥2
+ C1

m∑
i=1

θk∥δki ∥+

C1

m∑
i=1

θk∥vki − q̄k∥+ 1

m

m∑
i=1

∥vki − q̄k∥2.

(19)

根据式(19),利用不等式放缩,对项C1

m∑
i=1

θk∥vki −

q̄k∥可得到

C1

m∑
i=1

θk∥vki −q̄k∥6

C1

m∑
i=1

(
1

C1m
∥vki −q̄k∥2+C1m

4
(θk)2)=

C2
1m

2

4
(θk)2+

1

m

m∑
i=1

∥vki −q̄k∥2. (20)

对于项C1

m∑
i=1

θk∥δki ∥,有

C1

m∑
i=1

θk∥δki ∥6

C1

m∑
i=1

(
C1m

4κ2
(θk)2+

κ2

C1m
∥δki ∥2) =

C2
1m

2

4κ2
(θk)2 +

κ2

m

m∑
i=1

∥δki ∥2. (21)

将式(20)–(21)代入式(19)后,得到

∥q̄k+1−u∗∥26
2

m

m∑
i=1

∥vki −q̄k∥2−κ(2− 4κ)

m

m∑
i=1

∥δki ∥2+

∥q̄k−u∗∥2−2θk

m

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)−fk
i (u

∗))+C2(θ
k)2.

(22)

为了进一步处理
m∑
i=1

∥vki −q̄k∥2的上界,基于引理4,有

∥vki −q̄k∥26

(D1λ
k+D2

k−1∑
r=0

λk−r−1(Sθr+κ∥δri ∥))26

2D2
1λ

2k + 2D2
2(

k−1∑
r=0

λk−r−1(Sθr + κ∥δri ∥))2.

(23)

其中(
k−1∑
r=0

λk−r−1(Sθr+κ ∥δri ∥))2项由式(24)得出

(
k−1∑
r=0

λk−r−1(Sθr + κ∥δri ∥))2 6

1

1− λ

k−1∑
r=0

λk−r−1(Sθr + κ∥δri ∥)2 6

2S2

1−λ

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2+
2κ2

1−λ

k−1∑
r=0

λk−r−1∥δri ∥2.

(24)

将式(24)代入式(23),得到

∥vki −q̄k∥26

2D2
1λ

2k+
4D2

2S
2

1−λ

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2+

4D2
2κ

2

1− λ

k−1∑
r=0

λk−r−1∥δri ∥2. (25)
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将式(25)代入式(22),得到

∥q̄k+1−u∗∥26
8D2

2κ
2

1− λ

k−1∑
r=0

λk−r−1
m∑
i=1

∥δri ∥2+C2(θ
k)2+

∥q̄k−u∗∥2−2θk

m

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)−fk
i (u

∗))−4D2
1λ

2k+

κ(2−4κ)

m

m∑
i=1

∥δki ∥2+
8D2

2S
2

1− λ

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2.

(26)

进一步处理式(26)右边的第1项,在此引入一个新变

量,定义:对于任意k > 1, φk=
k−1∑
r=0

λk−r−1ϕr,且φ0=

0. 其中, ϕk =
m∑
i=1

∥δki ∥2. 通过计算得到

φk+1 6 λφk + ϕk. (27)

结合式(26)和式(27),可以得出

∥q̄k+1 − u∗∥2 + aφk+1 6
8D2

2κ
2

1−λ
φk + a(λ−1)φk+aφk +

∥q̄k−u∗∥2−2θk

m

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)−fk
i (u

∗)) +

4D2
1λ

2k − κ(2−4κ)

m
ϕk+aϕk+C2(θ

k)2 +

8D2
2S

2

1− λ

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2. (28)

当常数a取
8D2

2κ
2

(1− λ)2
时,

8D2
2κ

2

1− λ
= a(1− λ). 最后,将

常数a的取值代入式(28),经过整理,完成引理5的证
明. 证毕.

根据引理 5,对式(9)右边最后一项进行整理,得

出
T∑

k=1

m∑
i=1

fk
i (ū

k)−
T∑

k=1

m∑
i=1

fk
i (u∗)的上界结果.为了得

出引理6,首先给出强凸函数的定义,并作出一个重要
假设.

定定定义义义 1 对于任意x, y ∈ Rn,若存在一个正常
数µ,使得fk

i (x)−fk
i (y)>∂fk

i (y)
T
(x−y)+µ

2
∥x−y∥2

恒成立,则称函数fk
i : Rn 7→ R是µ强凸.

假假假设设设 5 至少存在一个局部时变损失函数 fk
i

是µ强凸的.

引引引理理理 6 假设1–5成立,衰减步长θk取
4

µk
,对于

任意向量u∗ ∈ Ω∗,有
T∑

k=1

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)−fk
i (u

∗))+C4

T∑
k=1

kϕk6

C5

T∑
k=1

ϕk+
4C2m

µ
(1+log(T ))+

C6+
32D2

2S
2m

µ(1−λ)

T∑
k=1

k
k−1∑
r=0

λk−r−1 1

r2
, (29)

其中:

C4 =
µκ(2− C3κ)

4
,

C5 = 2mM2µ+
amµ

4(1− λ)
+

8D2
2m

2M 2κ2µ

(1− λ)2
,

且

C6 =

D2
1mµλ2

(1− λ2)2
+

4D2
1m

2M 2µλ2

1− λ2
+

64D2
2m

2M2S2π2

3µ(1− λ)2
.

证 令F k(q)=
m∑
i=1

fk
i (q),基于假设 5可知, F k(q)

是强凸的且F k(ūk)− F k(u∗) > µ

2
∥ūk − u∗∥2. 结合

ūk − u∗ = ūk − q̄k+ q̄k − u∗和杨不等式有

∥ūk−u∗∥2>

2(ūk−q̄k)T(q̄k−u∗)+∥q̄k−u∗∥2>

−2∥ūk − q̄k∥2 + 1

2
∥q̄k − u∗∥2. (30)

再结合引理5和式(30),得到

θk

m

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)− fk
i (u

∗)) +
κ(2− C3κ)

m
ϕk 6

∥q̄k − u∗∥2 − ∥q̄k+1 − u∗∥2 −
µθk

4m
∥q̄k − u∗∥2 + µθk

m
∥ūk − q̄k∥2 +

a(φk − φk+1) + C2(θ
k)2 +

4D2
1λ

2k +
8D2

2S
2

1− λ

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2. (31)

定义衰减步长θk的初始值满足
1

θ0
= 0,则有

T∑
k=1

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)−fk
i (u

∗))+κ(2−C3κ)
T∑

k=1

ϕk

θk
6

T∑
k=0

m

θk
(∥q̄k−u∗∥2−∥q̄k+1−u∗∥2)+

C2m
T∑

k=1

θk−
T∑

k=1

µm

4
∥q̄k − u∗∥2 +

T∑
k=1

µ∥ūk − q̄k∥2 + am
T∑

k=1

1

θk
(φk −

φk+1) + 4D2
1m

T∑
k=1

λ2k

θk
+

8D2
2S

2m

1− λ

T∑
k=1

1

θk

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2. (32)

对于式(32)右边第1项,归纳整理得
T∑

k=0

m

θk
(∥q̄k − u∗∥2 − ∥q̄k+1 − u∗∥2) =

T∑
k=1

∥q̄k − u∗∥2(m
θk

− m

θk−1
) +

m

θ0
∥q̄0 − u∗∥2 − m

θT
∥q̄T−u∗∥26
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T∑

k=1

∥q̄k−u∗∥2(m
θk

− m

θk−1
). (33)

结合式(32)右边第3项,对于k > 1,令
m

θk
− m

θk−1
−

mµ

4
= 0,即θk =

4

µk
,则消去式 (32)右边第 13项.将

不等式
T∑

k=1

1

k
6 1 + log(T ),

T∑
k=1

kλ2k 6 λ2

(1− λ2)2
和

T∑
k=1

k(φk−φk+1) 6 1

1− λ

T∑
k=1

ϕk代入式(32),可以得

出
T∑

k=1

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)−fk
i (u

∗))+C4

T∑
k=1

kϕk6

D2
1mµλ2

(1− λ2)2
+

T∑
k=1

µ∥ūk−q̄k∥2+

32D2
2S

2m

µ(1− λ)

T∑
k=1

k
k−1∑
r=0

λk−r−1 1

r2
+

amµ

4(1− λ)

T∑
k=1

ϕk+
4C2m

µ
(1+ log(T )). (34)

对于式(34)右边的第2项,根据假设3,有

∥ūk − q̄k∥2 6

mM 2
m∑
i=1

dist2(q̄k, Ωi) 6

2mM2
m∑
i=1

∥vki − q̄k∥2 + 2mM2ϕk. (35)

随后,结合式(25),对k从1到T求和得到

µ
T∑

k=1

∥ūk − q̄k∥2 6

4D2
1m

2M2µ
T∑

k=1

λ2k + 2mM 2µ
T∑

k=1

ϕk+

8D2
2m

2M 2κ2µ

1− λ

T∑
k=1

k−1∑
r=0

λk−r−1ϕr+

8D2
2m

2M 2S2µ

1− λ

T∑
k=1

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2. (36)

对式(36)右边第3–4项,根据不等式
T∑

k=1

k−1∑
r=0

λk−r−1(θr)2 6 1

1− λ

T∑
k=1

(θk)2

和
T∑

k=1

k−1∑
r=0

λk−r−1ϕr6 1

1−λ

T∑
k=1

ϕk,得

µ
T∑

k=1

∥ūk−q̄k∥26

4D2
1m

2M2µ
T∑

k=1

λ2k+

2mM2µ
T∑

k=1

ϕk+
8D2

2m
2M2S2µ

(1− λ)2

T∑
k=1

(θk)2+

8D2
2m

2M2κ2µ

(1− λ)2

T∑
k=1

ϕk. (37)

将 θk =
4

µk
代入式 (37),根据如下求和结果

T∑
k=1

1

k2
6

π2

6
和

T∑
k=1

λ2k 6 λ2

1− λ2
,得

µ
T∑

k=1

∥ūk−q̄k∥26

(2mM2µ+
8D2

2m
2M2κ2µ

(1− λ)2
)

T∑
k=1

ϕk+

4D2
1m

2M2µλ2

1− λ2
+

64D2
2m

2M2S2π2

3µ(1− λ)2
. (38)

最后,结合式(34)和式(38),整理得到引理 6的证
明. 证毕.
接下来,进一步给出智能体状态vki与所有智能体

平均状态的投影值ūk的演化关系.

引引引理理理 7 假设1–5成立,且衰减步长θk取
4

µk
,则

对于任意i ∈ I ,有
T∑

k=1

∥vki − ūk∥ 6

(M + 1)D1mλ

1− λ
+

C4

2

T∑
k=1

kϕk +

(
4 (M + 1)D2mS

µ (1− λ)
+

mC2
7

2C4

)(1 + log (T )), (39)

其中C7 = (
(M + 1)D2κ

1− λ
+M).

证 基于假设3,可将∥vki − ūk∥放缩为

∥vki −ūk∥6∥vki −q̄k∥+∥q̄k−ūk∥6

∥vki −q̄k∥+M
m∑
i=1

∥q̄k−uk
i ∥6

(M+1)
m∑
i=1

∥vki −q̄k∥+M
m∑
i=1

∥δki ∥.

对上述不等式两边对k求和,并结合引理4的结果得
T∑

k=1

∥vki −ūk∥6

(M+1)D2mS
T∑

k=1

k−1∑
r=0

λk−r−1θr+

(M + 1)D1m
T∑

k=1

λk +M
T∑

k=1

m∑
i=1

∥δki ∥+

(M + 1)D2κ
T∑

k=1

k−1∑
r=0

λk−r−1
m∑
i=1

∥δri ∥. (40)

利用 θk =
4

µk
和不等式

T∑
k=1

k−1∑
r=0

λk−r−1θr 6 1

1− λ
×

T∑
k=1

θk,得到

T∑
k=1

∥vki − ūk∥ 6

4 (M + 1)D2mS

µ (1− λ)
(1 + log (T )) +
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(M+1)D1mλ

1− λ
+(

(M+1)D2κ

1− λ
+M)

T∑
k=1

m∑
i=1

∥δki ∥.

令ηk =
m∑
i=1

∥δki ∥,可得ηk6 1

4kτ
+kτ

(
ηk

)2 6 1

4kτ
+

kτmϕk. 代入上式,得到
T∑

k=1

∥vki −ūk∥6

(M+1)D1mλ

1− λ
+

1

4τ
(
(M+1)D2κ

1−λ
+M)

T∑
k=1

1

k
+

τmC7

T∑
k=1

kϕk+
4 (M+1)D2mS

µ (1−λ)
(1+ log (T )).

(41)

令 τ =
C4

2mC7

,同时根据
T∑

k=1

1

k
6 1+ log (T ),通

过整理,最终完成引理7的证明. 证毕.

接下来给出本文网络静态悔界R (T )的主要定理.

定定定理理理 1 令假设 1–5成立,且衰减步长 θk取
4

µk
,

对于每个智能体i ∈ I ,当u∗ ∈ Ω∗时,有

R (T ) 6 C̃1 + C̃2 (1 + log (T )), (42)

其中: C̃1 = (S + 1)C11, C̃2 = (S + 1)C12. 常数C11

和C12会在定理1的证明中详细给出.

证 结合引理6和引理7的结果,有
T∑

k=1

∥vki − ūk∥+
T∑

k=1

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)− fk
i (u

∗)) 6

(M+1)D1mλ

1− λ
+C6+

C8 (1+log (T ))+C5

T∑
k=1

ϕk−C4

2

T∑
k=1

kϕk +

32D2
2S

2m

µ(1− λ)

T∑
k=1

k
k−1∑
r=0

λk−r−1 1

r2
, (43)

其中C8 =
4C2m

µ
+

4 (M + 1)D2mS

µ (1− λ)
+

mC2
7

2C4

. 对

于不等式 (43)右边的第 4项和第 5项,存在一个正整

数k1,当k>k1时, C5ϕ
k6 C4

2
kϕk. 对于不等式(43)右

边的最后一项,令ξk = k
k−1∑
r=0

λk−r−1 1

r2
,得

ξk+1 =

(k + 1) (
k−1∑
r=0

λk−r 1

r2
+

1

k2
) =

k+1

k
k

k−1∑
r=0

λk−r 1

r2
+
k + 1

k2
=
k+1

k
λξk+

k + 1

k2
.

(44)

已知0 < λ < 1,当k → ∞, lim
k→∞

k + 1

k
= 1.因此,存

在一个正整数 k2 > k1以及λ < λ1 < 1,使得当 k >
k2时,

k + 1

k
λ 6 λ1 6 1恒成立. 此时,式 (44)可以重

写为

ξk+1 6 λ1ξ
k +

k + 1

k2
. (45)

对k从k2到T − 1求和,得到
T−1∑
k=k2

ξk+1 6
T−1∑
k=k2

λ1ξ
k +

T−1∑
k=k2

k + 1

k2
. (46)

经过变换可得到
T∑

k=k2+1

ξk6

T∑
k=k2+1

λ1ξ
k+

T∑
k=k2+1

k+1

k2
+λ1ξ

k2+
k2+1

k2
2

.

根据
T∑

k=k2+1

1

k
61+log (T )和

T∑
k=k2+1

1

k2
6π2

6
得

T∑
k=k2+1

ξk 6

1

1− λ1

T∑
k=k2+1

k + 1

k2
+

λ1ξ
k2 +

k2 + 1

k2
2

1− λ1

6

1

1− λ1

(1 + log (T )) + C9, (47)

其中C9 =
1

1− λ1

(
π2

6
+ λ1ξ

k2 +
k2 + 1

k2
2

). 将式 (47)

代入式(43),可得出当k > k2 + 1时,
T∑

k=k2+1

∥vki − ūk∥+
T∑

k=k2+1

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)− fk
i (u

∗)) 6

(M + 1)D1mλ

1− λ
+ C6 +

32D2
2S

2m

µ (1− λ)
C9+

(C8 +
32D2

2S
2m

µ (1− λ) (1− λ1)
) (1 + log (T )). (48)

令C10 =
k2∑
k=1

∥vki − ūk∥ +
k2∑
k=1

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)−fk
i (u

∗)),

得到
T∑

k=1

∥vki − ūk∥+
T∑

k=1

m∑
i=1

(fk
i (ū

k)− fk
i (u

∗)) 6

C11 + C12 (1 + log (T )), (49)

其中: C11 =
(M + 1)D1mλ

1− λ
+C6+

32D2
2S

2m

µ (1− λ)
C9+

C10, C12=C8+
32D2

2S
2m

µ (1− λ) (1− λ1)
. 根据局部损失函

数的凸性,直接得到
T∑

k=1

m∑
i=1

|fk
i (v

k
i )−fk

i (u
∗)| 6 C̃1+

C̃2(1+log(T )). 最后根据绝对值不等式R(T ) 6
T∑

k=1

m∑
i=1

∣∣fk
i

(
vki

)
− fk

i (u∗)
∣∣,完成定理1的证明.

证毕.

注注注 4 根据定理 1的结论,算法 1具有O(log(T ))的悔

界. 即在通信网络拓扑呈现时变且不平衡的情况下,仍实现

了与文献[16]和文献[17]中相同的静态悔界. 该结果在具有
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简单集合约束的分布式在线优化问题中,针对强凸局部损失

函数代表了最佳的静态悔界,而且算法1仅要求至少一个局部

损失函数为强凸,而非所有局部损失函数均为强凸.

5 数数数值值值仿仿仿真真真

在本节,通过传感器网络定位问题和分布式岭回

归问题两个案例来验证算法的平均遗憾
R(T )

T
能够趋

于0,并且能够达到最好的悔界.

5.1 传传传感感感器器器网网网络络络定定定位位位问问问题题题

考虑由m个传感器构成的网络,这些传感器用于
观测一个向量e ∈ Rn. 每个时刻k,传感器i接收到观

测向量cki ∈ Rni . 由于观测噪声,观测结果随时间变
化,即cki是时变的. 假设每个传感器i具有线性模型

pi(e)=Pie,其中Pi∈ Rni×n,仅当e取零值时, pi(e)=
0. 假设ê是对所要观测向量e的最好估计,为了获取ê,
目标是最小化下列时间成本函数之和到对观测向量 e

的最佳估计ê,

f (ê) =
T∑

k=1

m∑
i=1

∥cki − Piê∥22. (50)

假设系统维度n = 1,传感器数量m = 6,每个传感器

i观测的实际值ei取
1

4
,且每个传感器i无法知晓实际

值.在每个时刻 k ∈ {1, 2, · · · , T},传感器 i只能获取

一个观测信息cki ,且cki = ak
i e+ bki ,其中ak

i和bki从均

匀分布中随机选取. 此外,每个传感器i的Pi = 1.

为验证所提算法的性能,基于静态平衡图和时变
不平衡有向图两种通信拓扑进行了实验. 在静态平衡
图拓扑下,通过对比实验评估本文提出的算法 (pu-
sh-sum distributed online constrained optimization, PS-
DOCO)与文献[17]中最优悔界算法(distributed auton-
omous online learning, DAOL)的性能.假设静态平衡
图如图1所示,所有传感器约束集为Ω={ê : 0<ê <

1/2},步长 θk取 4/k. 为验证所提算法PSDOCO性能,
ak
i在 [0, 2]上均匀分布, bki 在A : [−0.25, 0.25]和B :

[−0.5, 0.5]上均匀分布.在不同bki误差条件下,平均遗
憾R(T )/T的收敛结果如图2–3所示. 结果表明, PSD-
OCO算法与算法DAOL在平均遗憾R(T )/T上的表现
几乎一致,验证了PSDOCO能够达到已知的最佳遗憾
界.

当通信拓扑为时变不平衡有向图时,算法[17]无法

求解问题(50). 本文算法不仅能够克服这一挑战,还能
使每个传感器的状态 vki 在其约束集Ωi = {ê : 0−
0.01i< ê < 1/2 + 0.01i}上投影,最终达到全局最优.
时变不平衡图由 3个基本图 g1, g2, g3组成,如图4所
示. 传感器间的通信在这3个图之间轮换.

当 ak
i 和 bki 分别在[0, 2]和[−0.25, 0.25]上均匀分

布,步长θk取4/k,传感器i的状态vki如图5所示. 平均

遗憾R(T )/T的收敛结果见图6. 图5–6表明6个传感器
的状态在迭代 70次后基本趋于稳定,算法 PSDOCO
的平均遗憾R(T )/T最终会收敛到0.

1 2 3

456

图 1 静态平衡有向图

Fig. 1 Static balanced digraph
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图 2 当bki ∈ A时,平均遗憾R(T )/T的收敛性

Fig. 2 Convergence of average regrets R(T )/T with bki ∈ A
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图 3 当bki ∈ B时,平均遗憾R(T )/T的收敛性

Fig. 3 Convergence of average regrets R(T )/T with bki ∈ B

5.2 分分分布布布式式式岭岭岭回回回归归归问问问题题题

分布式岭回归问题表示为

min
q∈X

T∑
k=1

m∑
i=1

[
1

2
(ak

i

T
q − lki )

2 + λ1∥q∥22], (51)

其中, λ1为正则化参数. 公共约束集X = {q ∈ Rd :
d∑

i=1

qi = 1, qi > 0}. ak
i ∈ Rd为智能体i在时刻k的特

征, lki = ak
i

T
q0 + bki /(dk)为相应的标签信息,其中
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q0 ∈ Rd为目标权重向量. 仿真中,假设网络中智能体
个数m = 6,状态维数d = 3. ai在[−5, 5]上均匀分布,
bki ∈ [0, 1]随机生成. 正则化参数λ1 = 5× 10−6,目标
权重向量q0 = [1/3 1/3 1/3]T.

1 2 3

21 21 21

363636

45 45 45

图 4 时变不平衡有向图

Fig. 4 Time-varying unbalanced digraphs
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图 5 6个传感器状态vki的收敛性

Fig. 5 Convergence of state vki for all six sensors
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图 6 平均遗憾R(T )/T的收敛性

Fig. 6 Convergence of average regrets R(T )/T

与第5.1节传感器网络定位问6题相似,针对智能
体之间不同的通信拓扑,探讨本文算法能否解决问
题(51)并评估平均遗憾R(T )/T的收敛性能.在静态平
衡有向图1下,文章比较了PSDOCO算法与DAOL算

法的平均遗憾R(T )/T的收敛性能,如图7所示. 结果
表明,二者的平均遗憾最终都收敛于0,变化趋势相似,
验证了本文算法能达到最佳悔界.
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图 7 静态平衡有向图上平均遗憾R(T )/T的收敛性

Fig. 7 Convergence of average regrets R(T )/T over a static
balanced digraph

当通信拓扑为时变不平衡有向图4时,重新定义智

能体的约束集: X = {q ∈ Rd :
d∑

i=1

qi = 1, 0 < qi <

0.88 + 0.02i}. 此时,智能体权重估计 vki 和平均遗憾

R(T )/T 的收敛结果分别如图 8–9所示. 结果表明所
有权重估计最终收敛于q0,且算法PSDOCO的平均遗
憾R(T )/T也收敛于0.

 :100
 : 0.333312
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图 8 权重估计参数vki的收敛性

Fig. 8 Convergence of the weight estimation parameters vki

综上,算法PSDOCO不仅在静态平衡图中有效,在
时变不平衡有向图中也展现出优异的性能和鲁棒性.

6 结结结论论论

本文研究了时变不平衡有向图上具有非一致性约

束的分布式在线优化问题.为了解决此类问题,提出
了一种基于推和协议的分布式在线优化算法. 通过严
格的理论分析,当至少一个局部损失函数为强凸时,
网络静态悔界R (T )以速率O(log (T ))收敛,达到了
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该类在线优化问题的最佳静态悔界. 数值仿真结果验
证了算法性能的有效性. 未来的工作将基于此,进一
步研究算法的动态悔界等问题.
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图 9 时变不平衡有向图上平均遗憾R(T )/T的收敛性

Fig. 9 Convergence of average regrets R(T )/T over time-
varying unbalanced digraphs
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pull methods for distributed optimization over time-varying directed
networks. IEEE Transactions on Control of Network Systems, 2024,
11(3): 1395 – 1407.

[13] NIE R, DU W L, WANG T, et al. Distributed asynchronous optimiza-
tion of multiagent systems: convergence analysis and its application.
IEEE Transactions on Industrial Informatics, 2024, 20(6): 8983 –
8992.

[14] FANG X J, ZHANG B Y, YUAN D M. Gossip-based distributed
stochastic mirror descent for constrained optimization. Neural Net-
works, 2024, 175: 106291.

[15] GAO Juan, LIU Xinwei. Barzilai-Borwein gradient tracking method
for distributed optimization over directed networks. Control Theory
& Applications, 2023, 40(9): 1637 – 1645.
(高娟,刘新为.有向网络分布式优化的Barzilai-Borwein梯度跟踪方
法.控制理论与应用, 2023, 40(9): 1637 – 1645.)
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