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摘要:在模型预测控制方法(MPC)中,模型的不确定性主要源于外部干扰、输入噪声和时变参数等因素,这些因
素可能导致预测误差,从而,降低控制性能.本文针对一类具有加性扰动的离散时变系统,提出了一种新型随机模型
预测控制(SMPC)算法. 该算法能够在特定约束条件下有效预测系统的未来行为,并优化控制输入,以实现预定的性
能目标.为实现本文所提出的控制方法,本文采用李雅普诺夫稳定性理论保证系统的闭环稳定性,运用凸组合技术
应对系统参数的时变性,并利用凸优化方法计算名义系统的控制增益.此外,使用逆累积分布函数将概率约束转化
为确定性约束. 最后,文章通过数值仿真实验对本文所提出的方法进行验证. 仿真结果表明,随机模型预测控制策
略能够更好地适应随机变化的环境,并在面对随机干扰时保持较高的控制精度,并且具有相对较低的保守性.
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Abstract: The model uncertainty in the model predictive control (MPC) method mainly arises from factors such as
external disturbances, input noise, and time-varying parameters, all of which may lead to prediction errors and thus reduce
control performance. This paper proposes a novel stochastic model predictive control (SMPC) algorithm for a class of
discrete time-varying systems with additive disturbances. The algorithm can effectively predict the system’s future behavior
and optimize the control input under specific constraints to achieve predetermined performance goals. To implement the
control method proposed in this paper, the Lyapunov stability theory is employed to ensure the closed-loop stability of the
system, convex combination techniques are used to address the time-varying nature of the system parameters, and convex
optimization methods are utilized to calculate the control gain of the nominal system. Additionally, the inverse cumulative
distribution function is used to transform probabilistic constraints into deterministic constraints. Finally, the paper verifies
the proposed method through numerical simulation experiments. The simulation results show that the SMPC strategy can
better adapt to the randomly changing environment, maintain high control accuracy when facing random disturbances, and
has relatively low conservatism.
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1 引引引言言言

随着我国工业化技术水平的不断提高,智能制造
系统愈加复杂的情况下,对于安全性、稳定性以及效
率性的要求亦不断升高. 传统控制技术在应对当前不
断发展的需求时表现出了诸多局限性. 例如典型的比
例–积分–微分 ( proportional-integral-derivative, PID )
控制方法对系统未来行为的预测能力较弱,参数整定
过程较为复杂,并且在设计中往往难以同时兼顾和满
足所有约束条件.因此,多种先进控制策略相继被提
出,如鲁棒控制[1]、滑模控制[2]、神经网络控制[3]以及

模糊控制[4]等. 然而,这些控制技术在面对复杂系统
时,往往难以平衡多样化且相互冲突的控制目标,尤
其是在严格的物理限制和操作约束下表现出一定的

局限性. 在此背景下,模型预测控制(model predictive
control, MPC)被认为是一种理想的解决方案,它通过
滚动时域优化框架,在每个采样周期求解包含系统动
态模型、输入/状态约束及目标函数的有限时域最优
控制问题,确保系统在有限的预测期限内能够稳定收
敛至预期目标[5–7],此外, MPC不依赖特定模型结构并
且融合多种模型[8–9]. 随着计算技术的发展和优化算
法的不断改进, MPC的计算效率显著提升,在过去几
十年中, MPC已被广泛应用于过程控制领域,并发
展成为一种兼具高性能与优化能力的先进控制策

略[10–12]. 然而,当系统受到不可忽略的随机扰动(如过
程噪声、测量噪声或外部环境干扰)时,传统MPC的预
测模型与实际动态过程间将产生显著偏差,导致控制
性能下降,甚至失稳.

考虑到系统易受外界扰动的影响,研究人员提出
了鲁棒模型预测控制(robust MPC, RMPC)策略,以应
对模型中的参数不确定性和外部扰动.例如,文献[13]
介绍了一种新型RMPC算法,旨在处理受到有界干扰
和输入限制影响下的时变不确定非线性系统.然而,
尽管目前已有大量关于RMPC的研究[14–17],包括前述
文献在内,这些研究通常未充分考虑随机干扰的分布
特性和动态波动,导致控制策略偏向保守.除此之外,
在许多MPC应用案例中,硬性约束也容易导致控制器
设计过于保守,从而降低了系统的性能及效率[18]. 相
比之下,概率约束为上述问题提供了一种有效的解决
方案.概率约束允许在一定概率范围内接受对约束的
有限违背,并要求特定随机变量满足某一条件的概率
达到或超过预设阈值.这种方式能够以一定概率保证
安全性或性能要求的实现,从而有效避免硬性约束带
来的过度保守设计问题[19–20]. 在这一背景下,随机模
型预测控制 (stochastic MPC, SMPC)策略应运而生,
SMPC在传统MPC框架基础上,结合概率论、数理统
计及随机过程等数学工具,将系统内在的随机干扰特
性(如概率密度函数、期望值、方差等)有机地融入控
制器设计中[21–22]. SMPC利用概率统计信息和随机优

化方法,为复杂动态系统提供了一种有效的控制框架,
能够有效应对延迟、噪声和不确定参数等多种不确定

性,从而实现对复杂动态系统的精准动态跟踪与控制.
因此,开发高效的SMPC策略,不仅具有重要的实际应
用价值,同时也对理论研究的深化与技术应用的推广
具有重要意义.

此外,在自动控制领域,时变系统的研究一直是一
个复杂且重要的话题,由于时变系统的参数(如质量、
阻尼系数、刚度、增益等)或结构随着时间变化,这为
MPC的设计与实施带来额外的挑战[23–24],这就要求
控制策略必须能够灵活适应这种参数变化. 传统的鲁
棒控制方法在处理此类问题时,往往因过度简化问题
而损失控制精度,或因计算复杂度高而难以实现实时
控制.在本研究中,文章采用凸组合方法对时变系统
参数进行近似,将复杂的时变行为分解为若干静态系
统的组合.这一方法不仅显著降低了计算复杂度,还
提高了模型对时间变化的适应性和准确性,同时简化
了模型的复杂度,使控制策略的实施过程中更加高效,
尤其在实时应用场合中表现出卓越的性能[25–27].

综上所述,本研究的核心目标是,在随机干扰和时
变系统参数不确定性等复杂环境下,优化系统的稳定
性和控制性能,同时满足概率约束条件.为应对这一
挑战,本文提出了一种新型SMPC策略,以实现对目标
变量的精确控制,并有效降低系统的保守性. 本文的
主要贡献可以归纳为以下几点:

1) 与文献[28]相比,本文采用凸组合方法拟合时
变系统参数. 通过线性组合,凸组合将复杂的时变问
题简化为一系列更易处理的子问题,从而降低计算复
杂度.同时,可以利用现有的高效算法 (如梯度下降
法、内点法等)进行求解,这在实际应用中具有良好的
可操作性;

2) 本文构建线性矩阵不等式(linear matrix inequ-
ality, LMI)约束,并结合凸组合技术,能够在同一优化
框架内同时处理多个目标和约束. 此外,基于线性代
数和控制理论的LMI方法提高了结果的可靠性;

3) 与处理概率约束的松弛技术相比[29],本文采用
逆累积分布函数(inverse cumulative distribution funct-
ion, ICDF)方法,能够更精确地描述和处理约束条件,
并适用于任意分布.相反,松弛技术通常需要对问题
进行一定的简化或假设,这使得在SMPC算法的优化
问题中处理概率约束变得更加复杂.

2 符符符号号号说说说明明明

∗是对称矩阵中的对称项; I表示具有合适维度的
单位阵; Z是非负整数集合; R是实数域集合; P < 0,

P 60(P >0, P >0)为矩阵P 的负定、半负定(正定、
半正定); P−1(PT)为矩阵P的逆矩阵(或者转置); Hj

表示矩阵H的第j行; ∅表示空集; tr{P}表示矩阵P
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的迹; E [ωτ ]表示对随机变量ωτ求期望值; 2AB表示
AB +BTAT; ωτ ∼ N(µ, σ2)表示随机变量服从均

值为µ,方差为σ2的正态分布.

3 问问问题题题陈陈陈述述述

考虑以下带有加性扰动的离散时变系统:

xτ+1 = A(τ)xτ +B(τ)uτ +Gωτ , (1)

其中: xτ ∈ Rnx是系统状态; uτ ∈ Rnu表示系统控制

输入,并且满足条件xτ ∈X ={xτ ∈Rnx | Hxτ 6h},
uτ ∈U={uτ ∈Rnu |Duτ 6d}, H , D是具有合适维度
的常数矩阵, h, d是给定常向量; A(τ), B(τ)是具有合

适维度的系统参数矩阵,并且包含有界时变函数; G是
系统常参数矩阵;系统受到独立同分布 (independent
and identically distributed, i.i.d)的过程噪声 {ωτ}τ>0

影响,并且其概率分布函数(probability distribution fu-
nction, PDF)已知,或可以根据数据进行经验估计.为
后续讨论奠定基础,在此引入以下关键定义与假设.

假假假设设设 1 在时间τ时刻的系统状态xτ是可测的,
且矩阵对(A(τ), B(τ))是可控的.

假假假设设设 2 加性扰动ωτ ∈ W是独立同分布 (i.i.d)
的零均值随机变量,并且服从截断正态分布,其支撑
集W是一个包含原点的有界凸集.

假假假设设设 3 假定存在一个有界集合Ω,该集合包含
时变参数A(τ), B(τ),并且时变参数在其变化范围内
所构成凸包在技术上是可行的.

由于A(τ), B(τ)包含有界时变函数,本文根据时
变参数变化范围,采用凸组合方法构建凸包Ω,得到
状态方程系数矩阵的多胞体模型

Ω = Cov{[A1 B1] [A2 B2] · · · [AL BL]},
(2)

并且有

[A(τ) B(τ)] =
L∑

m=1

λm [Am Bm] , (3)

其中L是常量,并且
L∑

m=1

λm = 1, 0 6 λm 6 1.

注注注 1 在假设3中,文章构建凸包以描述有界时变函数.

通过使用凸组合方法,将复杂的时变系统转化为更易于分析

和求解的线性系统,这有助于运用线性控制理论进行设计.同

时,具备多面体支撑集的约束可以在MPC算法中被重新表述

为计算效率更高的LMI约束.

假假假设设设 4 给定正定矩阵Qc和Rc,对于时变系统
(1),存在正定矩阵P和反馈增益K使得下列不等式成

立:

ΦTPΦ− P 6 −
[
Qc +KTRcK

]
, (4)

其中Φ = A(τ) +B(τ)K.

定定定义义义 1 (鲁棒正不变集 (robust positively invar-
iant, RPI))给定集合Xω,对于扰动系统xτ+1 = f(xτ ,

ωτ ),若对于所有的状态xτ ∈ Xω,扰动ωτ ∈ W ,有
xτ+1∈ Xω, ∀τ ∈Z,则集合Xω是一个鲁棒正不变集.

4 随随随机机机模模模型型型预预预测测测控控控制制制器器器设设设计计计

在这部分中,文章将介绍SMPC优化问题的预测
动态结构,首先将在采样时间τ时刻预测i步的预测状

态和预测输入分别标记为xi|τ , ui|τ (i = 1, 2, · · · ,
N − 1), N为预测步长, ∀τ,N ∈ Z;此外,考虑到随机
扰动ωτ ,将目标函数定义为期望形式,并针对噪声序
列{ωτ}τ>0取值,在τ时刻预测N步的期望目标函数

构建如下:

J(τ) = E[Lf(xN |τ ) +
N−1∑
i=0

L(xi|τ , ui|τ )], (5)

其中

L(xi|τ , ui|τ ) = xT
i|τ Qcxi|τ + uT

i|τ Rcui|τ (6)

表示阶段代价函数,并且

Lf(xN |τ ) = xT
N |τ PxN |τ (7)

表示终端代价函数,式中的Qc, Rc和P表示优化问题

中的权重,其中矩阵P满足条件(4). 此外,考虑到不可
预测的随机因素ωτ的影响,文章引入概率约束,表达
式如下所示:

Pr(Hjxi+1|τ 6 hj) > 1− βj,

j = 1, 2, · · · , ns ∈ Z, (8)

其中: Hj是常数矩阵H的第j行, hj为给定标量, βj表

示违反概率.

在给定采样时间τ可用的系统信息的基础上, SM-
PC旨在概率约束,输入约束以及随机预测模型的影响
最小化成本的期望值(5),因此可以将其表述为以下优
化问题:

min
ui|τ

J(τ),

s.t. xi+1|τ =

A(τ)xi|τ +B(τ)ui|τ +Gωτ+i,

Pr(Hjxi+1|τ 6 hj) > 1− βj,

xi|τ ∈ X , ui|τ ∈ U , xN |τ ∈ Xf , (9)

其中Xf是终端不变集,并且假定其是一个鲁棒正不变
集(robust positively invariant set, RPI).考虑到预测模
型存在附加随机噪声,为了分离不确定性对系统的影
响,将预测状态拆分为确定性项zi|τ和零均值随机误

差项ei|τ , e0|τ = 0 (almost surely, a.s.),并且误差服从
正态分布且具有概率ei+1|τ ∼ Pe. 因此,预测状态xi|τ

可改写成下列等式:

xi|τ = zi|τ + ei|τ , e0|τ = 0 (a.s.), (10)
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此外,本文将受制于机会约束的控制任务制定为一个
以滚动方式解决的约束优化问题,考虑具有N步预测

范围的SMPC策略,通过采用误差反馈,不确定系统的
预测控制策略可以表示为

ui|τ = Kei|τ + vi|τ , (11)

其中: 控制器增益K是通过离线计算获得,并且可以
通过求解线性二次调节器 (linear quadratic regulator,
LQR)问题来实现; vi|τ是与zi|τ对应的标称系统的预

测控制输入;标称系统控制输入vi|τ可以表示如下:

vi|τ = Kzi|τ + ci|τ , (12)

其中ci|τ是滚动时域最优控制问题中的决策变量. 基
于预测控制律ui|τ =Kei|τ +vi|τ和vi|τ =Kzi|τ +ci|τ ,
标称状态和随机误差的系统动态则可以表示为

zi+1|τ = A(τ)zi|τ +B(τ)vi|τ , (13)

ei+1|τ = Φei|τ +Gωτ+i, (14)

其中Φ = A(τ) +B(τ)K是Schur稳定的. 此外,概率
约束(8)可以根据式(10)改写为

Pr(Hjzi+1|τ 6 hj −Hjei+1|τ ) > 1− βj,

(15)

或者

Pr(ηj 6 hj −Hjei+1|τ ) > 1− βj, (16)

其中 ηj表示一个待确定的上界. 该边界确保当
Hjzi+1|τ 6 hj −Hjei+1|τ时满足概率约束 (8). 因此,
结合式(10)和(16),概率约束通过下列条件保证:

Pr(Hjei+1|τ 6 hj − ηj) > 1− βj, (17)

基于逆累积分布函数F−1(·)和ei+1|τ的概率分布,可
以求出上界

Hjzi+1|τ 6 F−1(1− βj) = ηj. (18)

注注注 2 ICDF适用于应用于任何有定义的累积分布函

数 (cumulative distribution function, CDF)的随机变量,包括

连续分布、离散分布、单峰或多峰分布.然而,对于某些复杂

的分布以及未知分布的随机变量无法直接使用. 此外,某些

概率分布可能存在截断或有限性,例如在特定范围内界定的

分布,这可能影响ICDF的有效性.

此外,将式(10)代入期望代价函数(5),则式(5)可
改写为

J(τ) =

E[
N−1∑
i=0

(zTi|τQczi|τ + 2zTi|τQcei|τ + eTi|τQcei|τ +

vTi|τRcvi|τ + 2vTi|τRcKei|τ + eTi|τK
TRcKei|τ ) +

zTN |τPzN |τ + 2zTN |τPeN |τ + eTN |τPeN |τ ],

(19)

考虑到E [ωτ ] = 0,所以带有ei|τ的相关期望值均为0.
则可以推出下列等式:

J(τ) =
N−1∑
i=0

(zTi|τQczi|τ + vTi|τRcvi|τ ) + zTN |τPzN |τ + a,

(20)

其中a = E[
N−1∑
i=0

eTi|τ (Qc+KTRcK)ei|τ +eTN |τPeN |τ ]

是与控制无关的协方差项,所以该协方差项可以在求
解期望优化问题可以被省略,那么只需求解下列代价
函数:

J̃τ =
N−1∑
i=0

(zTi|τQczi|τ + vTi|τRcvi|τ ) + zTN |τPzN |τ ,

(21)

结合上述分析,优化问题(9)则可以改写为下列形式:

min
ci|τ

J̃τ ,

s.t. zi+1|τ = A(τ)zi|τ +B(τ)vi|τ ,

ei+1|τ = Φei|τ +Gωτ+i,

zi|τ ∈ Zi, vi|τ ∈ Vi, zN |τ ∈ Zf , (22)

其中Zi={zi|τ
∣∣Hjzi+1|τ 6ηj }, ηj是通过ICDF求出

的上界值.对于控制输入的硬约束,采用基于tube的策
略[10],得到相应的约束集合结果如下:

Vi = U ⊖K(⊕N−1
i=0 ΦiGW ), (23)

优化问题(22)是一个具有线性约束的二次规划问题,
可以通过现成的软件包(例如CVX)来求解;概率约束
和输入约束通过式(22)中的集合Zi和Vi保证. 在接下
来的部分中,将讨论优化问题的递归可行性和稳定性.
首先,给出终端集定义:

定定定义义义 2(终端集) 集合Zf对于系统 zN |τ +1 =

ΦzN |τ +Gωτ+i被 定 义 为RPI集,对 zN |τ ∈ Zf有

zN+1|τ ∈ Zf并且满足终端约束HjzN+1|τ 6 η̃j和

[DK]j zN+1|τ 6 ς̃j , ∀τ ∈ Z,其中:

η̃j = min
ωτ+i

(hj −Hj

N−1∑
i=0

ΦN−i−1Gωτ+i),

ς̃j=min
ωτ+i

(dj−[DK]j
N−1∑
i=0

ΦN−i−1Gωτ+i).

在下列定理中,首先给出终端不变集的证明.

定定定理理理 1 给定常数矩阵H , D和Qc, Rc,标量η̃, ς̃ ,
假设存在正定对称矩阵P ,对角矩阵Λ, Υ ,由Zf定义

的椭圆集对于动态系统 zN |τ+1 = ΦzN |τ +Gωτ+N

是正不变的,并且满足约束
Hjzi+1|τ 6 η̃j , [DK]j zi+1|τ 6 ς̃j , ∀τ ∈ Z,

当且仅当矩阵P满足下列条件:

ΦTPΦ− P 6 −
[
Qc +KTRcK

]
(24)
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和 [
−Λ HΦ

∗ −P

]
6 0, εjΛεj 6 η̃2

j , (25)

[
−Υ DK

∗ −P

]
6 0, εjΥεj 6 ς̃2j , (26)

其中: j = 1, 2, · · · , ns; εj是单位矩阵的第j行.

证 根据式(24)中的不等式有

zTN |τ Φ
TPΦzN |τ 6 zTN |τ PzN |τ 6 1,

由此定义椭球集Zf ;接下来,证明式(25)–(26)提供了

满足约束Hjzi+1|τ 6 η̃j和[DK]j zi+1|τ 6 ς̃j的必要

和充分条件;首先,根据上述不等式和约束,可以得到

max
zN|τ

(H̃jzN |τ |zTN |τPzN |τ 6 1) = (H̃jP
−1H̃T

j )
1
2 ,

(27)

其中H̃ = HΦ,因此对所有的zN |τ ∈ Zf ,当且仅当

H̃jP
−1H̃T

j 6 η̃2
j 有HjzN+1|τ 6 η̃j ,这些条件可以通

过正定对角矩阵上的条件来等表示
H̃1P

−1H̃T
1 − Λ11

. . .

H̃ns
P−1H̃T

ns
− Λnsns

 6 0,

(28)

Λnsns
表示对角矩阵Λ的对角线上的元素,这使得下列

不等式成立:

H̃P−1H̃T − Λ 6 0, (29)

对上式使用Schur补,并结合条件Λjj 6 η̃2
j ,得到[

−Λ HΦ

∗ − P

]
6 0, εjΛεj 6 η̃2

j , (30)

同理,对于约束[DK]j zi+1|τ 6 ς̃j ,得到矩阵[
−Υ DK

∗ − P

]
6 0, εjΥεj 6 ς̃2j , (31)

因此,上述定理证明完毕. 证毕.

5 递递递归归归可可可行行行性性性和和和闭闭闭环环环机机机会会会约约约束束束满满满足足足

5.1 递递递归归归可可可行行行性性性

定定定理理理 2(可行性) 考虑时变系统 (1)在控制律

(11)–(12)的控制下,令Γτ ̸= ∅表示有限时域最优控
制问题(22)在时间τ的可行域,如果Γ0 ̸= ∅,则在给定

假设1–4下,有Γτ ̸= ∅, ∀τ ∈ Z.

证 给定Γτ ̸= ∅, ∀τ ∈ Z,需证明Γτ+1 ̸= ∅. 假

设在τ时刻预测N步的最优控制序列是cN := (c∗0|τ ,

c∗1|τ , · · · , c∗N−1|τ ), τ + 1时刻的最优控制序列定义为

c̃N := (c∗1|τ , c
∗
2|τ , · · · , c∗N−1|τ , 0),那么根据式 (12)和

(13),相应的标称状态演变如下:

z∗i+1|τ = Φz∗i|τ +B(τ)c∗i|τ , z
∗
0|τ = xτ , (32)

接下来,基于τ +1时刻的最优解序列推导标称状态演

变,在τ + 1时刻有

z̃0|τ+1 = xτ+1 = A(τ)xτ +B(τ)uτ +Gωτ =

Φxτ +B(τ)c∗0|τ +Gωτ =

z∗1|τ +Gωτ . (33)

基于上式(32)–(33),进一步得到以下等式:

z̃1|τ+1 =Φz̃0|τ+1 +B(τ)c̃0|τ+1 =

Φ(z∗1|τ +Gωτ ) +B(τ)c∗1|τ =

z∗2|τ + ΦGωτ , (34)

根据z̃0|τ+1 = z∗1|τ +Gωτ和z̃1|τ+1 = z∗2|τ +ΦGωτ ,通
过归纳法得到以下关系:

z̃i|τ+1 = z∗i+1|τ + ΦiGωτ , i = 0, 1, · · · , N − 1,

(35)

同理,可以得到τ时刻的最优解与τ + 1时刻的候选解

之间的关系,如下所示:

ṽi|τ+1 = v∗i+1|τ +KΦiGωτ , (36)

在名义系统是稳定的假设下,根据上述条件,可以推
导出如下关系:

zi+1|τ ∈ Zi+1 ⇒ zi|τ+1 ∈ Zi (37)

和

vi+1|τ ∈ Vi+1 ⇒ vi|τ+1 ∈ Vi, (38)

接下来,推导出终端时域的候选名义状态,如下所示:

z̃N |τ+1 =

A(τ)z̃N−1|τ+1 +B(τ)ṽN−1|τ+1 =

Φz∗N |τ + ΦNGωτ , (39)

根据终端集的定义,推导出以下关系式:

z∗N |τ ∈ Zf ⇒ z̃N |τ+1 ∈ Zf . (40)

接下来,给出式(30)–(31)的可行性证明. 假设在τ时

刻控制序列 cN = (c∗0|τ , c
∗
1|τ , · · · , c∗N−1|τ )可行的前

提下有

Hjzi+1|τ 6 ηj, i = 1, 2, · · · , N − 1, (41)

那么,基于上式,要证明HjzN+1|τ 6 ηj成立. 首先,根
据式(41)有

zN+1|τ = Φz∗N |τ +B(τ)c∗N |τ , (42)

由于c∗N |τ = 0,并且Φ是Schur稳定的,根据终端集的
定义,有HjzN+1|τ 6 η̃j ,并且η̃ 6 ηj ,因此,得到下列
条件成立:

HjzN+1|τ 6 η̃j 6 ηj, (43)
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同理,假设τ时刻控制序列可行,需要证明uN |τ ∈ U ,

根据U的定义,即证明[DK]j zi+1|τ 6 ς̃j ,结合式(11)

可以得到下列条件:

uN |τ =KeN |τ + vN |τ =

KΦNe0|τ +K
N−1∑
i=0

ΦN−i−1Gωτ+i + vN |τ ,

(44)

考虑到e0|τ = 0,结合约束[DK]j zN |τ 6 ς̃j ,从式(44)

很容易得到vN |τ ∈ Vi,再结合式(23),得到

uN |τ ∈ U , (45)

因此,可行性证明完毕. 证毕.

由于附加扰动会产生持续激励,很明显系统不会

渐近收敛到原点,而是在原点附近“振荡”,因此,闭环

系统稳定性至关重要.为了确保系统稳定性和收敛性

方差有界,本文给出以下定理以提供渐近期望代价函

数的界限.

5.2 闭闭闭环环环稳稳稳定定定性性性

定定定理理理 3 考虑时变系统(1),在假设1–4和控制律

(11)–(12)下,闭环系统满足二次稳定性条件

lim
N→∞

1

N

N∑
i=0

E[xT
i|τQcxi|τ ] 6 tr(GTPGΣ).

(46)

证 首先在τ时刻,定义Lyapunov函数

VN(xτ , uτ ) = E[
N−1∑
i=0

L(xi|τ , ui|τ ) +Lf(xN |τ )],

(47)

令τ + 1时间处的最优控制序列表示为

u∗
τ+1 := (u∗

1|τ , u
∗
2|τ , · · · , u∗

N |τ ), (48)

然后,考虑到c∗N |τ = 0,通过控制序列的最后一个分

量替换为KxN |τ来构建次优解决方案,从而得到为在

τ + 1时刻的候选控制序列为

ũτ+1 := (u∗
1|τ , u

∗
2|τ , · · · ,KxN |τ ), (49)

其中K满足条件(4),根据定理2的证明, ũτ+1是可行

解, τ + 1时刻的代价函数值记为VN(xτ+1, u
∗
τ+1). 考

虑到代价函数的最优性,有

VN(xτ+1, u
∗
τ+1) 6 VN(xτ+1, ũτ+1), (50)

此外,根据式(47)定义的Lyapunov函数,有

VN(xτ+1, ũτ+1) =

VN(xτ , u
∗
τ )− E[xT

0|τQcx0|τ + u∗
0|τQcu

∗
0|τ ] +

E[xT
N |τQcxN |τ + (KxN |τ )

TRc(KxN |τ )]−

E[xT
N |τPxN |τ − xT

N+1|τPxN+1|τ ], (51)

其中

xN+1|τ =A(τ)xN |τ +B(τ)uN |τ +Gωτ+N =

A(τ)xN |τ+B(τ)KxN |τ+Gωτ+N =

ΦxN |τ +Gωτ+N , (52)

考虑到Lyapunov代数方程(4)中xN |τ和ωτ+N相互独

立,根据参考文献[30]中定理1的证明过程,式(51)可

简化为

VN(xτ+1, ũτ+1)−VN(xτ , u
∗
τ ) =

−E[xT
0|τQcx0|τ+u∗T

0|τRcu
∗
0|τ ]+tr(GTPGΣ),

(53)

其中Σ是协方差矩阵. 结合式(50)和式(53),能够得到

VN(xτ+1, u
∗
τ+1)−VN(xτ , u

∗
τ ) 6

−E[xT
0|τQcx0|τ+u∗T

0|τRcu
∗
0|τ ]+tr(GTPGΣ),

(54)

然后,通过取式(54)两边的极限,当N → ∞时,可以

得出

lim
N→∞

1

N

N∑
i=0

E[xT
i|τQcxi|τ + u∗T

i|τRcu
∗
i|τ ] 6

tr(GTPGΣ), (55)

这意味着

lim
N→∞

1

N

N∑
i=0

E[xT
i|τQcxi|τ ] 6 tr(GTPGΣ),

(56)

因此,证明了闭环系统是二次稳定的. 证毕.

定定定理理理 4 给定已知权重矩阵Qc, Rc,假设存在合

适维度的正定对称矩阵P ,并满足下列线性矩阵不等

式条件:

P−1 > 0, (57)
−P−1 P−1AT

m+(BmY )T Qc Rc

∗ − P−1 0 0

∗ ∗ − I 0

∗ ∗ ∗ − I

 6 0,

(58)

其中Qc = P−1Q
1
2
c , Rc = Y TR

1
2
c , Y = KP−1,则Ly-

apunov条件(4)能够被上述条件保证,矩阵P和名义系

统增益K可以通过上述LMI求出.

证 首先对条件 (58)左乘和右乘对角矩阵

diag{P, I, I, I}和它的转置进行合同变换,再根据

Schur补引理,得到下列条件:

(Am +BmK)TP (Am +BmK)− P 6
−[Qc +KTRcK], (59)
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∀(Am, Bm) ∈ Ω,根据假设3,有

ΦTPΦ− P 6 −[Qc +KTRcK], (60)

因此,假设4被上述条件保证,定理证明完毕. 证毕.

6 数数数值值值仿仿仿真真真

6.1 公公公式式式的的的应应应用用用环环环境境境

为了凸显所提出方法有效性和优势,在本节中,将
本文提出的SMPC策略应用于一个角度定位系统(如
图1所示)进行验证. 首先,假设天线和移动物体之间
的角位置以及天线的角速度是可测量的. 将上述系统
建模为一个受外界扰动的时变系统,其状态空间模型
如下所示:

xτ+1 =

[
1.1 0.1

0 ξ

]
xτ +

[
1 0

0 1

]
uτ +

[
1 0

0 1

]
ωτ ,

(61)

其中ξ = 1.2− 0.1φ(τ),参数φ(τ)与天线旋转部件的

粘性摩擦系数成正比,并假定在[−1, 1]内随时间任意

变化. 由于−1 6 φ(τ) 6 1,根据第2节中的假设3和
条件(2)–(3),可将A(τ)转化为多胞体模型. 因此,包
含时变参数的系统矩阵由下列可以常数矩阵拟合:

A1 =

[
1.1 0.1

0. 1.3

]
, A2 =

[
1.1 0.1

0. 1.1

]
, (62)

其中给定凸组合系数λ1 = 0.5, λ1 = 1− λ2;给定初
值x0 = [0.1 0.05]T,优化权重矩阵Qc = diag{0.01,
0.01}, Rc=diag{1.0, 1.0},首先可以通过求解定理 4
中LMI得到满足条件 (4)的反馈增益K和终端权重

矩阵P ,求解结果如下:

K =

[
−0.731 7 − 0.061 8

−0.055 8 − 0.866 7

]
,

P =

[
0.560 9 − 0.020 2

−0.020 2 0.462 1

]
.

然后,给定随机扰动服从以下正态分布ω1
τ ∼ N(0,

0.04), ω2
τ ∼ N(0, 0.03),并且假定两扰动之间相互独

立. 如图2给出的正态分布曲线.

:

2

1

图 1 角度定位系统

Fig. 1 Angle positioning system
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图 2 随机变量的正态分布曲线

Fig. 2 Normal distribution curves of the random variable

然后,本文给定违反概率β1 = 0.5, β2 = 0.2;约
束上界h1 = 0.05, h2 = 0.02;设定预测步长N = 10,
使用MATLAB R2022b中的Yalmip工具箱,采用Gur-
obi 8.0求解器计算优化问题2,考虑到扰动的随机性,
通过 30次蒙特卡洛模拟实现得到下列仿真结果.图
3–6分别显示了使用所提出的 SMPC和传统MPC策
略[31]在30个时间步长围内得到的30组状态轨迹,如
下所示.
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图 3 系统状态x1轨迹: 使用MPC进行30次蒙特卡罗模拟

Fig. 3 System state x1 traces: 30 Monte-Carlo simulations
using MPC

151050 20 25 30

/ s

0.3

0.2

0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

2

2 MPC

图 4 系统状态x2轨迹: 使用MPC进行30次蒙特卡罗模拟

Fig. 4 System state x2 traces: 30 Monte-Carlo simulations
using MPC
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图 5 系统状态x1轨迹: 使用SMPC进行30次蒙特卡罗模拟

Fig. 5 System state x1 traces: 30 Monte-Carlo simulations
using SMPC
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图 6 系统状态x2轨迹: 使用SMPC进行30次蒙特卡罗模拟

Fig. 6 System state x2 traces: 30 Monte-Carlo simulations
using SMPC

表1列出了本文所提出的SMPC和传统MPC策略
下系统状态在不同时刻上的约束违反情况. 在本文提
出的方法下,总体违反概率为分别为0.433和0.133,均
未超过所给定的违反概率0.5和0.2,而MPC策略未发
生任何约束违反;表2比较了SMPC和MPC的成本函
数值,结果显示SMPC的成本函数值为0.017 9,显著低
于MPC的成本函数值0.649 8. 这表明SMPC在控制效
率和性能方面优于MPC, SMPC利用概率约束,允许
一定的约束违反情况,从而可以在不确定性下找到更
多的可行解也降低了保守性.

表 1 违反约束的次数与概率
Table 1 The number and probability of constraint vio-

lations

时间 τ = 1 τ = 20 τ = 30 违反概率

MPC(x1) 0 0 0 0
SMPC(x2) 1 12 13 0.433
MPC(x1) 0 0 0 0

SMPC(x2) 1 4 4 0.133

表 2 不同控制策略下的代价
Table 2 Costs under different control strategies

控制策略 MPC SMPC

J(τ) 0.649 8 0.0179

为与本文所提出的SMPC策略进行对比,文章在
相同参数下使用MPC策略进行了30次蒙特卡罗模拟.
从图5–6中可以发现,在硬约束下,状态轨迹未出现违
反状态约束的情况;同时,采用MPC策略的闭环状态
轨迹为了抵抗干扰而远离平衡点. 结果表明,与传统
MPC方法相比, SMPC策略能够更好地适应随机变化
的环境,并在面对随机干扰时保持较高的控制精度,
并且具有相对较低的保守性. 总体而言,仿真结果证
明了所提出的SMPC算法在处理带有机会约束的时变
不确定系统中的有效性和优势.

注注注 3 在仿真实验中, SMPC在设计时通过满足概率约

束来确保可行性,这使得在不确定条件下依然能够找到有效

的控制策略.相比之下, MPC在面对严格的硬约束时,有时可

能难以找到可行解.

7 结结结论论论

本研究针对一类具有加性扰动的离散时变系统提

出了一种新型SMPC算法,并证实了该算法的可行性
与闭环稳定性. 本文采用了凸组合技术来表征时变系
统的特性,以及运用ICDF将概率约束转化为更易于处
理的形式. 最后,在MATLAB/Simulink环境下进行了
仿真实验并与MPC策略进行了比较,验证了本文所提
出的控制方案的优越性能.相较于传统MPC策略,
SMPC策略能更灵活地应对环境中的随机变化,并在
面临随机干扰时保持高水平的控制精度,同时表现出
相对较低的保守性.

在以后的工作中,作者将考虑结合数据驱动的方
法,构建机理与数据的双驱动模型,以提高模型准确
性并进行深入的研究.
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